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Plaquette 1 – Critères de convergence,
comparaison et séries alternées

Séries numériques — Prépa MP / MPI (2ᵉ année)
Exercices

Méthode

On teste d’abord le terme général, on compare à une série de Riemann ou
géométrique par équivalents, on utilise d’Alembert ou Cauchy pour les factorielles
et les puissances, et le critère des séries alternées pour les signes changeants.

Exercice 1 – Divergence grossière

Étudier la nature de ∑ n
n+1 et de ∑cos

1
n .

Exercice 2 – Comparaison par équivalents

Étudier la nature de ∑n ≥ 1
n+1
n3+2n

.

Exercice 3 – Règle de d’Alembert

Étudier la nature de ∑ n!
nn et de ∑ 2

n

n! .

Exercice 4 – Règle de Cauchy

Étudier ∑ 3n+1
4n+2

n
.

Exercice 5 – Comparaison série-intégrale

Montrer que ∑n ≥ 2
1

n lnn diverge.

Exercice 6 – Série alternée

Montrer que ∑n ≥ 1
(−1)n

n converge, et majorer le reste R100.

Exercice 7 – Convergence absolue

Étudier ∑ sinn
n2

.

Exercice 8 – Calcul d’une somme télescopique

Calculer ∑+∞n = 1 1
n(n+1).
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Exercice 9 – Série géométrique dérivée

Calculer ∑+∞n = 1 n
2n
.

Exercice 10 – Reste d’une série convergente

Soit S = ∑n ≥ 1
1
n2
. Encadrer le reste RN = ∑n > N

1
n2
.

Exercice 11 – Produit de Cauchy

Calculer le produit de Cauchy de ∑ xn
n! par elle-même et interpréter.

Exercice 12 – Comparaison logarithmique : coefficients binomiaux centraux

Soit un =
1× 3×⋯× (2n−1)
2 × 4×⋯× (2n) pour n ≥ 1.

a) Montrer que ln un+1
un

= − 1
2n +O 1

n2
. La règle de d’Alembert conclut-elle ?

b) En déduire que lnun+ 1
2 lnn converge, puis qu’il existe K > 0 tel que un ∼ K

n .

c) Nature de ∑un et de ∑ un
n .

Exercice 13 – Transformation d’Abel

Soit θ ∈ ℝ ∖ 2πℤ et Sn = ∑n
k = 1 sin (kθ).

a) Montrer que |Sn| ≤ 1
| sin (θ / 2)| .

b) Avec sin (kθ) = Sk− Sk−1, montrer que
∑N

k = 1
sin (kθ)

k = SN
N +∑N−1

k = 1 Sk
1
k −

1
k+1 .

c) En déduire que ∑ sin (nθ)n converge.

Exercice 14 – Série alternée non monotone

Soit un =
(−1)n

n + (−1)n
pour n ≥ 2.

a) Le critère spécial des séries alternées s’applique-t-il ?

b) Montrer que un =
(−1)n

n − 1n +O 1
n3 / 2

.

c) En déduire que ∑un diverge, bien que un ∼ (−1)n
n .

Exercice 15 – Synthèse : nature selon un paramètre

Discuter selon α > 0 la nature de ∑n ≥ 2
lnn
nα .


