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Chapitre 12 - Séries numériques

Plaquette 2 - Séries a termes positifs :
comparaisons et développements asymptotiques

Séries numériques — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Exercices

Méthode

Pour une série a termes positifs (ou de signe constant a partir d’un rang), on
cherche un équivalent du terme général par développement limité, puis on compare
a une série de Riemann ou de Bertrand. Quand le terme général est défini par une
récurrence, une intégrale ou un pr(iduit, on obtient d’abord un encadrement ou une

relation (télescopage, u, + u, + 1, T u%)- Les criteres de d’Alembert et de Cauchy

servent pour les factorielles et les puissances n-iemes ; la condensation et le lien
suite-série completent 1’arsenal.

Exercice 1 - Trois natures par développement limité

Déterminer la nature des séries de termes généraux (n = 1) :
a)an=ln(1+%>—l;

n
b)b,=n'/"—1;

1

c)c,=1-coss.

AN

Exercice 2 - Autour de la limite de (1 + 1/n) puissance n

a) Montrer que (1 + %)n = e<1 — 21—n + O(%))

-

n

b) En déduire la nature de >, (e - (1 + %)n>

2
c) Nature de D, v, avec v, = (1 + %)n e ",

Vs
-

Exercice 3 - Nature selon un parametre par développement

La - sinia.

Pour a > 0, on pose u, = = -

a) Montrer que u, = 0.
b) Donner un équivalent de u, et discuter la nature de >, u,.

c) Méme question pour w,, = in®4+n%—n,avec 0 < a < 3.
AN J

Exercice 4 - Séries de Bertrand

Soit u, = %ﬁ pour n = 2.
n%(lnn)
a) Cas a = 1 : par comparaison série-intégrale, montrer que 2 u, converge si et
seulement si g > 1.
b) Cas a > 1 : montrer la convergence pour tout 8 (compareran~avec 1 <y < a).

c) Cas a < 1 : montrer la divergence pour tout .
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Exercice 5 - Factorielles et coefficients binomiaux

Déterminer la nature de >, a, et de D, b,, avec

4 = @) _ 4"y’
nT 2o " T (2n)!

-

G

Exercice 6 - Puissances n carré

Déterminer la nature des séries de termes généraux :
2
a)u, = (1 —%)n ;
n2
n
c) w, = <1 - n31,2> .
&

Exercice 7 - Une suite récurrente et la série de ses carrés

Soit ug € 10, 1[ et up 4+ 1 = u, — u2.

-

a) Montrer que (u,) est décroissante, a valeurs dans ]0, 1[, de limite 0.

b) Montrer que >, u2 converge et calculer sa somme.

un1+1 - uln - 1, puis que u, ~ % Nature de D, u, ?

c) Montrer que

- J

Exercice 8 - Terme général défini par une intégrale

1 n
Soit u, = J %~ dx pour n = 0.

1 1 ; .
a) Montrer que PICES) SUp< <7 eten déduire la nature de >, u,,.
b) Calculer u, + u, ;1 et en déduire un équivalent de u,.

c) Nature de D, u? et de 2%

Exercice 9 - Divergence de la série des rapports aux sommes partielles

Soit (a,), » ; une suite de réels strictement positifs telle que >, a, diverge, et
n
Sp= Ek =1 k-

a) Montrer que EZ Ik > 1 — % pour m > n, et en déduire que E% diverge.

=n+15, =

b) Montrer que % <3 1 - SL pour n = 2, et en déduire que 2% converge.
c) Application : a, = 1.
G J

Exercice 10 - Condensation de Cauchy

Soit (u,), ~ ; décroissante et positive.
K k+l_ g X
a) Montrer que 2 uk+1 < > _ ok Uy < 27 Upk.

b) En déduire que D u, et > 2*u,* ont méme nature.

1
nlnn’

c) Retrouver ainsi la nature de D, # et de D,
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Exercice 11 - Lien suite-série et formule de Stirling

Soit a, =In(n!) — (n + %)1nn +npourn=1.
a) Montrer que a,,1—a,=1— (n + %)ln(l + %)
b) Montrer que a,+1 —a, = O(#) et en déduire que (a,) converge.

c) En déduire l'existence de C > 0 tel que n! ~ Cﬁ(%)n.

- J

Exercice 12 - Séries de racines et de carrés

Soit (u,) une suite positive telle que Eun converge.

a) Montrer que > u? converge. La réciproque est-elle vraie ?
R 2 4 p2

b) Montrer que E@ converge (inégalité ab < %).

c) La série D, /U, +1 converge-t-elle ?

Exercice 13 - Terme général décroissant d’une série convergente

Soit (u,) positive, décroissante, avec Eun convergente, de restes R, = Ek > Uk

a) Montrer que nu,, < R,, puis que nu, = 0.

b) Montrer par un exemple que la conclusion tombe sans 1’hypothése de
décroissance.

c) Ce résultat permet-il de prouver la divergence de EIHT” ? Celle de D, nI}m ?

- J

Exercice 14 - Différences de racines

a) Pour a > 0, déterminer la nature de 2 (\/n +1-yn )a.

b) Déterminer la nature de D, (an +n—-—n- %)

c) Existe-t-il des réels a, b tels que 2 (x/nz +n—an- b) converge ?

Exercice 15 - Synthése : produits infinis

Soit (u,) une suite de réels positifs et Py = HZ,L 1 (1 +uy).

a) Montrer que (Py) converge vers un réel si et seulement si > u, converge (utiliser
%sln(l +x)=xpour0=x=<1).

b) Calculer H],L ) (1 + %) et H],L ) <1 - #) puis leurs limites.

c) Le produit [] (1 + #) converge-t-il ?
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