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Plaquette 3 - Exponentielle de matrices :
dérivation et systemes différentiels

Séries vectorielles — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Exercices

Méthode

La fonction t ~ exp (tA) est dérivable de dérivée A exp (tA) = exp (tA)A : c’est I'outil
central pour résoudre X' = AX (solution exp (tA)X,), prouver des unicités (dériver
exp (—tA)X(t)), et établir des identités (deux fonctions qui vérifient la méme équation
différentielle avec la méme valeur en 0 sont égales). On se ramene aux calculs
explicites de la plaquette précédente (diagonalisation, partie nilpotente), et ’on
étudie le comportement en +« grace aux valeurs propres.

Exercice 1 - Dérivée de I’exponentielle
. thak
Soit A € Mn(K) et fk(t) = T
a) Montrer que Y f,” converge normalement sur tout segment [—a, al.
b) En déduire que t ~ exp (tA) est de classe C! et de dérivée A exp (tA).

c) Montrer que A et exp (tA) commutent, puis calculer la dérivée n-ieme de
t — exp(tA).

Exercice 2 - Unicité de la solution d’un systeme linéaire

Soit X:R — K" dérivable avec X' = AX et X(0) = X,,.
a) Calculer la dérivée de Y(t) = exp (—tA)X(t).
b) En déduire X(t) = exp (tA)X,.
c) Montrer de méme que exp (tA) exp (—tA) = I, sans utiliser la formule
exp (A + B) = exp (A) exp (B).

AN J

Exercice 3 - Groupes a un parametre

Soit @:R - M,(R) dérivable avec @(0) =1 et @(s + t) = @(s)p(t) pour tous s, t.

a) Montrer que ¢'(t) = @(t)A avec A = ¢'(0).
b) En déduire ¢(t) = exp (tA).
c) Déterminer @ si de plus ¢(t) est la matrice de rotation d’angle wt du plan.

Exercice 4 - Systéeme a valeurs propres imaginaires

) 1 -2
Soit A = <1 _1>.

a) Calculer A? et en déduire exp (tA).

b) Résoudre X' = AX avec X(0) = (1, 0).

c) Montrer que les trajectoires sont des courbes fermées, sur lesquelles
q(x,y) = x?> — 2xy + 2y? est constante.
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Exercice 5 - Equation différentielle d’ordre deux

On considere y* — 3y + 2y = 0 avec y(0) = 1, y'(0) = 0.
a) Ecrire I’équation sous la forme X' = CX avec X = (y, V).
b) Calculer exp (tC) par la formule de Lagrange.
c) En déduire y, et vérifier.

Exercice 6 - Stabilité d’un systeme triangulaire

. /11
801tA—<0 _2>.

a) Calculer exp (tA).

b) Montrer que toute solution de X' = AX tend vers 0 en +x, et donner un taux de
décroissance.

n . 1 - s
c) Méme question pour B = < > : quelles conditions initiales donnent une

0o 1
solution bornée ?
g J

Exercice 7 - Variation de la constante

Soit A = <8 (1)> B = <(1)> et le systeme X' = AX + B, X(0) = 0.

a) Vérifier que X(t) = f g exp ((t — s)A)B ds est solution.
b) Calculer X(t).
c) Interpréter en mécanique (x position, x’ vitesse).

Exercice 8 - Formule de Liouville par une équation fonctionnelle

Soit f(t) = detexp (tA).
a) Montrer que f(s + t) = f(s)f(t) et que f est dérivable.
b) Montrer que f(0) = trA (développer det (I + tA + O(tz))).
c) En déduire f(t) = e!™, sans trigonaliser.

Exercice 9 - Conservation et dissipation de la norme

Soit X solution de X' = AX dans R" euclidien.
a) Montrer que %"X"2 = 2(AX, X).

b) Si A est antisymétrique, montrer que || X(t)| est constante.
c) Si A est symétrique de valeurs propres = —a < 0, montrer que | X(¢)|| = e~ *||X(0)||.

Vs
-

Vs
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Exercice 10 - Formule de Trotter

Soient A, B € M,(K), une norme d’algebre, X,, = exp (%) exp (%) etY, =exp (A ‘,'; B).

a) Montrer que | X, - Y,| = O(%)
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-1 - s
b) Montrer que X — Y = EZ _ OXﬁ(Xn —Y,)Y" '~k et en déduire
IX7 = Yall = nell*1Blx, — v, |.

c) Conclure : (exp % exp %)n - exp (A + B).

Exercice 11 - Conjugaison par |’exponentielle

Soient A, B et F(t) = exp (tA)B exp (—tA).
a) Montrer que F'(t) = exp (tA)[A, Blexp (—tA), ou [A, B] = AB — BA.
b) Si [A, [A, B]] = 0, montrer que F(t) = B + t[A, B].

, . 01 10
c) Vérifier sur A = <0 0>,B— <0 0>.

AN J

Exercice 12 - L’exponentielle est un polynéme en A

a) Montrer que K[A] = {P(A) | P € K[X]} est un sous-espace fermé de M,(K), et en
déduire que exp (A) € K[A].

10

c) Le polynéme P dépend-il de A ? Peut-on choisir le méme P pour toutes les
matrices ?

b) Expliciter un polynéme P de degré < 1 tel que exp (A) = P(A) pour A = <0 1>.

Exercice 13 - Oscillateur a amortissement critique

On considere X' =y, y = —x — 2y (soit X" + 2x" + x = 0).

a) Ecrire A = —I + N et vérifier que N? = 0.
b) En déduire exp (tA).

c) Résoudre avec x(0) = 1, y(0) = 0 et étudier le signe de x.
- J

Exercice 14 - L’exponentielle comme limite

Soit A € M, (K) et une norme d’algebre.

k
a) Montrer que exp (A) — (I + %)n = EZ _ Ocn,kAk + . n% avec

_ 1 njyi
Cn,k—k—!—<k>F20.
b 4w A\" IA] lag\"
) En déduire exp(A)—(I+—n> se™ —(1+5F ).

c) Conclure, et interpréter comme la méthode d’Euler pour X' = AX.

Exercice 15 - Synthése : équation matricielle de Lyapunov

Soient A, B, Xy € M,(R).
a) Montrer que X(t) = exp (tA)Xyexp (tB) est I'unique solution de X' = AX + XB,
X(0) = X, (pour l'unicité, dériver exp (—tA)X(t) exp (—tB)).
b)SiB=A"et X, symétrique, montrer que X(t) reste symétrique.
c) Soit A = diag(—1, —2). Calculer S = f;w exp (tA) exp (tAT) dt et vérifier que
AS+SAT = —I.
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+
d) Pour cet exemple, montrer que [ o llexp (tA)x||2 dt = x"Sx et interpréter.
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