Chapitre 13 - Séries vectorielles 1

Plaquette 1 - Séries dans un Banach, convergence
normale et exponentielle de matrices

Séries vectorielles — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Exercices

Méthode

On étudie une série a valeurs dans un espace normé complet : convergence absolue
dans un Banach, séries de matrices, exponentielle exp (A) et ses propriétés, séries
géométriques d’opérateurs.

Exercice 1 - Convergence absolue dans un Banach

Soit A € M,(R) avec |A| = 0,4. Montrer que Zk - OAk converge et majorer sa norme.

- J

Exercice 2 - Exponentielle d’'une matrice diagonale

Calculer exp (A) pour A = <(1) (12>

G

-

Exercice 3 - Exponentielle d’une nilpotente

010
Calculerexp(N) pour N=( 0 0 1
000

Exercice 4 - Exponentielle et décomposition de Dunford

Calculer exp (A) pour A = <g é>

G

Exercice 5 - Non-commutation

Soient A = <g (1)> etB = <(1) 8> Vérifier que exp (A + B) # exp (A) exp (B).

Exercice 6 - Exponentielle d’une rotation infinitésimale

Calculer exp (t]) pourJ = <(1) 51> et interpréter.

Exercice 7 - Déterminant de I’exponentielle

Démontrer que detexp (A) = e pour A € M,(C).
g J

Exercice 8 - Résolution d’un systeme différentiel

Résoudre X' = AX avec A = <(1) g> et X(0) = <i>
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Exercice 9 - Série de matrices

1
Calculer E:: A" pour A = 2
0

0
1
2

Exercice 10 - Convergence normale d’une série de fonctions a valeurs vectorielles

n

Soit f, (t) = t_2<r11> pourt € [0;1]. La série E f,, converge-t-elle normalement ?
n

g J

Exercice 11 - Exponentielle et valeurs propres

Soit A de valeurs propres 0 et In2. Que valent les valeurs propres de exp (A), sa trace
et son déterminant ?

Exercice 12 - Le groupe linéaire est ouvert et I’inversion continue

1
-1,
A=

On munit M,(K) d’'une norme d’algebre. Soit A € GL,(K) et H telle que |H| <

a) Montrer que A+ H = A(I +A_1H) est inversible et que
A+H) =3, (-AT'HAT
b) En déduire que GL,(K) est ouvert.
—1,2
_ A7 IH]

< — , et en déduire la continuité de
1—JAIH]

c) Montrer que (A +H)™' —A™|

Me M

- J

Exercice 13 - Logarithme d’une matrice unipotente

2
Soit N € M,(K) telle que N> =0, et L = N — NT

a) Calculer L% et L3,
b) Montrer que exp (L) =1+ N.

110
c) Application : trouver une matrice L telle queexp(L)=( 0 1 1
001

J/

Exercice 14 - Convergence absolue sans convergence

On munit R[X] de la norme ||P| = maxy|ax| si P = Zaka.

Vs

k
a) Montrer que ER -0 % est absolument convergente.

b) Montrer qu’elle ne converge pas dans R[X] (raisonner sur le degré d’une
éventuelle limite P).

c) Qu’en déduit-on sur (R[X], |-]) ?

Ve
-
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Exercice 15 - Synthese : systeme différentiel couplé

Résoudre X' = AX avec A = <0 -1

10 > et X(0) = <(1)> puis interpréter la trajectoire.
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