Chapitre 14 - Suites et séries de fonctions 1

Plaquette 2 - Convergence uniforme des suites
de fonctions : méthodes et contre-exemples

Suites et séries de fonctions — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Norme uniforme. f, - funiformément sur A =
"fn _ﬂloo,A = Sup |fn(x) _f(x)l HT)OO 0
X €A

Nier I'uniformité. Il suffit de trouver x, € A avec |f (x,) — f(x,)| = ¢ > 0.

Ce que préserve la limite uniforme. Continuité ; intégrale sur un segment. Pas : la
dérivabilité, I'intégrale sur un intervalle non borné.

Ce que préserve déja la limite simple. Monotonie, convexité, inégalités larges,
caractere k-lipschitzien.

Correction de I’exercice 1 - Une bosse qui se déplace

—nx

a) f,(0) =0 ; pour x > 0, nxe - 0 (croissances comparées). Limite simple nulle.

b) f'(x) = ne™™(1 — nx) : maximum en x = % et
IFll. = fo( %) =€ —0

Pas de convergence uniforme sur [0, +o[ : la bosse de hauteur e™! se déplace vers 0.

1

c) Pourn =, f, est décroissante sur [a, + [ (car a = l), donc sup[a,w[fn =nae ™-0.

Réponse. Il = e !l pas uniforme sur [0, + [ ; uniforme sur [a, +<[.
Correction de I’exercice 2 - Deux suites voisines

a) g,/ (x) =x""(n— (n+ 1)x) : maximum en x, = et

n

n+1’
n \" 1 1

IIgnIIw=(n+1) ni1 “en 0

+1
b) Pour x € [0, 1[, nx" = 0, et h,(1) = 0. Mais |h,|, = n|g,|, = (ngl)n —e L,

1 1
_ 1 _ 1 — n — ys . . . 3 s .
o) John = n(n T 2) DTy = ° [, 0. L’interversion limite-intégrale a lieu
sans convergence uniforme : celle-ci est suffisante, pas nécessaire.
Réponse. |g_ | . ~ % ; |hall, = e~! mais [ h, -» 0 quand méme.
Correction de I’exercice 3 - Convergence uniforme sans convergence des
dérivées
1

< _1_ .

a) |f,(x)]| = 77 pour tout x :

1 50

1
"fn"oo = \/ﬁ

b) f.'(x) = yn cos (nx), donc f,'(0) = J/n — + : la suite des dérivées ne converge pas, méme
simplement.
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c) La convergence uniforme des f, ne dit rien des dérivées. Le théoreme de dérivation
exige la convergence uniforme des dérivées f,’ (et la convergence de f, en un point) ; ici
la limite O est dérivable, mais f(0) = 0 # limf,'(0).

Réponse. |f, |, mais f,'(0) = yn — « : il faut la convergence uniforme des dérivées.

\/_I
Correction de I’exercice 4 - Limite simple discontinue

a)Pourxe[O [0<31nx<1doncsm x—-0; en ,f,=1.Donc f= Osur[O 2[et

() -1

b) Les f, sont continues une limite uniforme de fonctions continues est continue ; or f
est discontinue en . Donc pas de convergence uniforme.

c) Sur [0, a], sin croit, donc

sup|f,| =sin"a—0
[0, al

car 0 =sina < 1.

Réponse. Limite discontinue en & : pas uniforme ; uniforme sur [0, a], a < 5 I

sup = sin" a).
Correction de I’exercice 5 - Quand l'intégrale ne passe pas a la limite

a)f(0)=0;pourx€]0,1,0=1-x<1et n?(1 —x)" - 0 (croissances compareées).

b)) Avecu=1-x:

1 1 2
— 2 _ n — 2 1 1 _ n N
fofn—n fo(l uwu"du n(n+1 n+2> m+ 1) +2) 1

c) Maximum en x =

n
- + 7 Il = =5 (n I 1) ~ 2 - . La limite des intégrales (1)

differe de I'intégrale de la limite (0) : la convergence n’est pas uniforme (et pas dominée).
Réponse. [ f, —1=0; |f,]. ~ 1.

Correction de I’exercice 6 - Arc tangente accélérée

a)f(x)——51x>0 fl0) =0, f(x) = —51x<0

b) Non sur R : f est discontinue en 0. Non plus sur ]0, +«[ : avec x, = %

f(xn) f(Xn)_—_Z=Z/—’O.

c) Pour x > O, &2 — arctan (nx) = arctan - nx, décroissante en x :
sup |f—f,| = arctan n1a = nla —0
[a, +o[
Réponse. Limite + (et 0 en 0) ; pas uniforme sur ]O, +«[ ; sur [a, +«[, écart < nl—a

Correction de l'exercice 7 - Composition et produit de limites uniformes

a) Pour € > 0, soit 6 tel que |[u —v| =6 = |g(u) — g(v)| = ¢, puis N tel que |f,, — f]l, = 6 pour
n = N. Alors |g(f,(x)) — g(f(x))| = € pour tout x.

b) f, = f=id uniformément (||f, — fll., = %), mais
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n’est pas borné en x : pas de convergence uniforme. Ici x = x? n’est pas uniformément
continue.

o fg,—fa=G,—Ng,+g,— 9. etlg,l.=lgl.,+1pourngrand :
If.g,—fall.. = If, = Al.lgl, + 1D+ I1A.lg,—dgl.— 0.

Réponse. Composition par g uniformément continue et produit de limites bornées :
uniforme ; contre-exemple (x + %)2 sur R.

Correction de I'exercice 8 - Limite uniforme de polynomes sur la droite
a) Critere de Cauchy uniforme : il existe N tel que |P, —Py||, <1 pourn,m =N ; en
particulier |P,, — Py| = 1 sur R.

b) Un polynéme borné sur R est constant. Donc P,, = Py + ¢, pour n = N, et
c, = P,(0) — Pn(0) converge vers ¢ = f(0) — Py(0). Ainsi

f=li£nPn=PN+c

est un polynéme.

c) Non : e* n’est pas un polyndéme (sinon toutes ses dérivées s’annuleraient a partir d’un
rang). Directement, eX — T,(x) = +» quand x = + pour chaque n. La convergence est
seulement uniforme sur les segments.

Réponse. Une limite uniforme sur R de polynémes est un polynéme ; T4 — e*
uniformément sur R.

Correction de l'exercice 9 - Propriétés conservées par la limite simple

a) |f,(x) — f,(¥)| = k|x — y| passe a la limite. Sur [q, b], pour € > 0, soit une subdivision
Xp < ** < Xp de pas = ¢ et N tel que [f,(x;) — f(x;)| = € pour tout j et n = N. Pour
X € [x,xj4+1] :

£, = FOI] = If,00 = F,00 1 + If,,06) = fxp| + [fixg) = fx¥)] = 2k + 1)e

b) Oui pour « croissante » (inégalité large) ; non pour « strictement » : f, (x) = %X tend vers
0.

c) Non, méme exemple : les % sont injectives, la limite constante ne I’est pas.

Réponse. Lipschitz et croissance passent a la limite simple (et Lipschitz donne
I'uniformité sur un segment) ; stricte croissance et injectivité non.

Correction de I’exercice 10 - Convergence uniforme et intégrale sur une
demi-droite

a)0<f =i donc|f|, =L-o0.

—_
b) f,, est affine sur [0, n?], de % a 0, et nulle ensuite (triangle) :

+ o0
1 1
fO fn=§-n2-ﬁ=%—)+00

c) La convergence uniforme permet d’intervertir limite et intégrale sur un segment, pas
sur un intervalle non borné : la masse s’étale vers l'infini. Il faut alors une hypothese de
domination (convergence dominée), absente ici.

7 . +o ye . )
Réponse. [f |, = % — 0 mais [ o fn= % — o : pas d’interversion hors d’un segment.

Correction de I’exercice 11 - Suites de points et non-uniformité

a) If,(xn) = fOI| = |If,, = fll., + If(xn) = fix)| = 0.
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b) Pour x fixé, (x — n)2 — +o donc f(x) » 0. Mais f, (n) =1 : ||f,], = 1. La bosse part a

I'infini.

c) La limite simple est 0 (g,(0) =0, et g, (x) ~ % pour x > 0). Avec x,, = % -0:
9.(%) =% —0=10)

ce qui contredirait a) si la convergence était uniforme.

Réponse. Uniforme = f (x,) = f(x) ; f,(n) = 1 et gn(%) = % nient 'uniformité.
Correction de l’exercice 12 - Approximation de lI'identité par des sinus

3
a) Pour tout u réel, |sinu —u| = % (inégalité de Taylor-Lagrange, |sin”’| = 1). Avec
— X .

ot
3
x|

sn X X
If,00 = x| = n|sin X - X| < 67

3
b) Sur [—-A, A], I’écart est < & - 0.

c) Non : f,(nm) = 0 alors que l'identité vaut nmr en ce point, donc supg |f,, —id| = nm.
D’ailleurs f, est bornée par n, et I'identité ne I’est pas.
X

Réponse. Ecart < on? uniforme sur tout segment, pas sur R (f, (nm) = 0).

Correction de l'exercice 13 - Convergence uniforme d’une suite de racines

1/n

a)Pourx=1:1=1+x"=<2,doncf,(x) > 1.Pourx>1:f(x)=x(1+x"") - x. Donc

f(x) = max (1, x).

b)Enx=1:f(1)—-f(1) = pl/n_ 1, d’ou la minoration. Pour la majoration, on utilise

(1+v)"'" <1+ 2 (concavité de v (1 +v)''") :
0<f0-1=sX<lxs<1), osfo-xsx- X" <lx>1
=f,(x =g =5Kk=sl, =f(0) —x=x-ZF =& (X

1/n _ 1 1 n . A . ,
Enfin 2 l=+4car(l++4) =2 (bindme), ce qui est cohérent.

o f,—fl. = % — 0 : convergence uniforme sur [0, + [ vers max (1, x), fonction continue
non dérivable en 1 — limite uniforme de fonctions C”.

Réponse. f = max (1, x) ; 21 < I/ =1, < % : convergence uniforme.

Correction de I’exercice 14 - Polynomes et exponentielle sur la droite

a) Taylor-Lagrange : e* — T,(x) = %ec avec c entre 0 et x, donc

n+1_A
leX = T,(0)] sﬁ sur [-A, A]

qui tend vers 0.
b) e—z — +o en +o, donc e* — T,(x) = +x.
X

c) Sur R : non, une limite uniforme de polynémes sur R est un polynéme (exercice
précédent), et e* n’en est pas un. Sur [0, 1] : oui, (T,,) elle-méme (a) avec A = 1).
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, . n+l A, . .
Réponse. Uniforme sur tout segment (reste < ﬁ), jamais sur R ; aucune suite de

polynémes ne convient sur R.

Correction de I'’exercice 15 - Synthese : polynomes approchant la racine et
la valeur absolue

a) Récurrence : si f, est un polynéme, f, ,, aussi. Si0 = f, = Jx, alorsf, ., =f, = 0 (car
X —f,zl = 0) et la relation de b) donne Vx — f, , ; = 0 (second facteur dans [0, 1]).

D)X —f,, =X —f, — %(ﬁ - )X +f,), d’ou la factorisation. Comme f, = 0, le second

facteurest <1 — % ; par récurrence (avec Jx — fo = VX) on obtient la majoration.

2 n+1 -

__ 2 \_ 2 1\ 2
v f””°°5(p(n+1> n+1(1 n+1> Sn 1

+
d) P,(x) = f,(x?) est un polynéme et ||x| — P,(x)| = Wx? = f,(*)] <= —2+ sur [1,1]. C’est

I’étape clé de la preuve du théoréme de Weierstrass par Lebesgue.

-1
c) p(u) = u(l - %)n a pour dérivée (1 - %)n (1 - M) nulle en u = —2

Réponse. 0 = /x — f, =< nzﬁ ; Po(x) = fn(xz) - |x| uniformément sur [—-1, 1].
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