Chapitre 14 - Suites et séries de fonctions 1

Plaquette 4 - Intégration et dérivation
terme a terme, régularité des sommes

Suites et séries de fonctions — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Segment. Si Eun converge uniformément sur [a, b] (fonctions continues) :
b b
fa E u,(x)dx = 2 fa un,(x)dx
n=0 n=0
Intervalle quelconque. Si les u, sont intégrables sur I, si D,u, converge simplement
vers une fonction continue par morceaux et si >, f lun| <+, on peut intervertir.
Dérivation. u, € c, > un(xg) converge, > u, converge uniformément sur tout
segment de I = Su, € C' et (E un)' = > u,’. Méme énoncé pour C* avec les dérivées k
-iémes.

1 + 0
Intégrales utiles. foxnlnxdx = —m 5 fo xe ™dx = #

Correction de I’exercice 1 - Intégrer une série de puissances sur le segment

a) :—Z = # : convergence normale, donc uniforme ; S est continue et I’on integre
,[0,1]
1 .n
terme a terme : [ X dx= —L1 .
Io n? n?(n+ 1)
1 _1_1 1 _1 -
b) n+l) nZ 7 +— +1, et la partie E<n+1 ) télescope vers —1 :

1 H2
Jos=Z -1~0645

c) S(1) = %2 Sur [0,a], a < 1, la série dérivée D, Xnn_l converge normalement, donc
S=3 _ X =-m0=X yourxe10,1[ (et S(0) = 1).

1w on ~
Réponse. foE%dX = %2 —1.S0) = _M.

Correction de I’exercice 2 - Logarithme et série harmonique des carrés
alternée

n—1_n
aAln(l+x)=> _, (_1)% sur [0, 1] (série alternée en n pour x fixé), et le reste de la

série divisée par x vérifie

b) La convergence est donc uniforme sur ]0, 1] (et la fonction se prolonge par 1 en 0) :

. 7 . Y 1 -—
intégration terme a terme sur le segment, avec f 0x” ldx = %

c) f 0 ln(lx"' X) dx = 117—2 =~ 0,822467, conforme a une intégration numérique.

1 _ayn-—1
Réponse. [0 +X) gy — E% = 117_;
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Correction de I'exercice 3 - Le réve du deuxiéeme année

a) Avec x = e t/k+D gx = —7e_£/ikirl)dt, Inx = -tz
1 + 0 k __t k + o0
k Ky — kt t e kvl g, (1) ko —t
Joxnxfax= [ emrir(— Lt ) et = (k+1)"“f° thetdt

b) x™* = e ™*"X (prolongée par 1 en 0). Le terme général est majoré par sur [0, 1] :

kl
convergence normale, donc intégration terme a terme.

1 —x 3y — D" D% _ —n -
) foxax =3, "7 '(k+1)k+1—2n21”"—1+i+%+21ﬁ+"'~1'2913-

1
Réponse. [ x ¥dx=> _ n"=~1,2913.

Correction de l'exercice 4 - Une somme de classe infinie

[P (2)]

a) Factorisation immédiate. RO est continue et tend vers 0 en +« (degré
+

< k < 2k + 2), donc bornée.

k
b) Par dérivation composée, —[ g (% )} k+2g”‘)(%), donc

dx*
(k)
_lg®I.

nk+2

dkl

su
p dx* n? + x?

terme d’une série convergente pour tout k = 0 : toutes les séries dérivées convergent

normalement sur R, et S € C°(R).
41

" dx?n?+x?

c) S est paire, donc S'(0) =0
4

$°(0) = —20(4) = - L.

Réponse. Dérivées k-itmes en O(n%¥~2): S e€ C”; S(0) = 0, S”(0) = —2T(4).

2 1 — 1 4
vaut —4-en 0 cari————+0x d’ou
n* ( n?+x* n? (X)),

Correction de l'exercice 5 - Régularité de la fonction zéta

(lnn)

a)Pourx=a>1letl<b<a: (lr:l’f) (’111;?3) , et - 0, donc
(lnn)k_(lnn) _ 1
T T ar T O\

convergence normale sur [a, +»[ de chaque série dérivée : { € C” et ’on dérive terme a
terme (%n_X =—Innn™).

b) T'(x) = _znzzlgxn <0etl'(x) = Enzz (lnn) > 0.

c) Double limite sur [2, +»[ (convergence normale) : chaque terme lg—xn tend vers 0, donc
C(x)—0.
Réponse. € C”, T = —EII’;—X” <0,0">0,0->0en +w.

Correction de I’exercice 6 - Identifier une somme par sa dérivée

a) Sur [a, +[ :

—nx
en se ™et |u,(x)] =e ™ = e ™" : convergences normales, donc

’ — -nX — _ e_" - _ 1
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D)0=Sx) =De™=—1_50.

eX—1
c) gx) = —1In(1 —e™) a pour dérivée — i E_X_x =S(x)ettendversOen +» : S —gest
constante, de limite nulle, donc S = g. En 0":1-eX~x,donc S(x) = —lnx+o(1) ~ In %

Réponse. S’ = — i etS->0:SXxX)=—-In(1l —e™) ~ ln% en 0.

Correction de I'exercice 7 - Intégration terme a terme sur une demi-droite

a) Série géométrique de raison e ™ € 10, 1[ : En 2 1© e ™= i E_ex_x =_1

+
b) Par parties (ou avec t = nx) : fO xe ™dx = # Les termes sont positifs et intégrables,
la somme est continue sur ]0, +«[, et
+
E fo Ixe™™|dx = 2 lz< + 0
n=1 n=1N

le théoreme d’intégration terme a terme s’applique.

c) f ; B exx_ i dx = 2# = %2 (intégrale qui intervient dans la loi de Planck du

rayonnement).

, + o0 2
Réponse. [, —Xdx= 2n>1i2 =

Correction de I’exercice 8 - Une intégrale oscillante développée en série

a) L’intégrande est continue sur ]0, +«[, tend vers 1 en 0, et est O(e™) en +x.

+ o0 . .
b) [, e"MXdx = ﬁ = n’;—i’l dont la partie imaginaire donne
+ 0
fo sinxe ™ dx = 21
n“+1

+°° . [ +w — 7 . . .
c) [ o |sinxle™™dx = f o xe Mdx = % série convergente : on peut intervertir, et

= 1
I=2,. -~ =10767.

Réponse. [ = >, ~ 1,0767 (domination par E#)

n21n2+1

Correction de I’exercice 9 - Itérations de Picard pour I’exponentielle

k+1 k
a) Récurrence : 1+f02k<nk, dt=1+2, 5 Dr = Dknt1dT

k
b) If =1l [—aa] = Ek .- % - 0 (reste de la série exponentielle). La convergence
uniforme permet de passer a la limite sous l'intégrale :

foo =limf, , ;0 =1+lm [ f,=1+ [ f

c) f est continue (limite uniforme), donc x = [ z f est dérivable de dérivée f: f =f, et

f(0) = 1. On retrouve f = exp par une méthode qui se généralise (théoreme de
Cauchy-Lipschitz).

Réponse. |, = Ek < n X — e* uniformément sur [—-A, A], limite solution de f=1 + f of
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Correction de I’exercice 10 - Limites d’intégrales par convergence uniforme

a) Sur [0,1], (1 + %)n — e* uniformément (écart < %, plaquette 1), donc la limite vaut

f(l)e"dx=e—1.

, 3 3 2
b) [nsinX — x| < 6X < g7 Sur [0, 7] : convergence uniforme vers x, limite foxd =5
n
X 4 x2 x? — xeX
ne* + x _ex=| |<1-T|l-esur[0,1]:

) | Th¥x nFx =

1
ne +X X A
f B dx—>f0edx—e 1

H—2;(:)e—1.

Réponse. a)e—1;Db) >

Correction de I’exercice 11 - Une série alternée et son équivalent en I'infini

n+1
a) Convergence simple (critére spécial). Les dérivées % sont majorées par # :
n-+x
n+1
convergence normale, donc S € clet S'(x) = Zn - % série alternée de premier
= (n+x
terme positif dont la somme est strictement positive (comprise entre S, et S;, avec
So=—Lt -1 >0
2T 1+ 2+%° )
_ =" _ 1" _
D) SXx+1) =3, mitax = " Dme2mix = ~S0) — 13x-
c) Par croissance, 2S(x) = S(x) + S(x+ 1) = — + F1 S <= 2S(x+1), d’ou

—%sS(x) < —% x=1)

et S(x) ~ —L. Enfin $(0) = 351" = —n2.

Réponse. S croissante, S(x) + S(x+ 1) = — S(x) ~ L S(0)=—-1In2.

+1'

Correction de I'exercice 12 - Une intégrale rationnelle par une série
alternée

a) Somme géomeétrique finie : I Zk NG x3) + 1i)N; 1,puis on integre (
Joxdx = T
b) 0 < f013N+3 xsféx3N+3dx=r1_|_4—>O.
c) Donc
-1 %—%+---=1nT2+%z08356

(la valeur de I'intégrale s’obtient par décomposition en éléments simples de . jXB).

k

~ (0,8356.

A (=1)" _ In2 g
Réponse. 3, _ (=71 =5 t35

Correction de I’exercice 13 - Dérivées qui convergent mal

_ — 1/n? 1/n? _ 1 , e _
a)0=f,(x) |x|—\/X2+1/n2~|r|><| <37, = 7 avec égalité en x = 0.
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b) f,/(x) = ﬁ qui tend vers sgn(x) (et 0 en 0). La limite est discontinue, les f,’

continues : pas de convergence uniforme. Quantitativement, f,{(%) = % alors que
(H)o(h)]=1-f —o
fn (n 9\ n E‘/
c) Le théoreme exige la convergence uniforme des dérivées ; elle fait défaut, et d’ailleurs

la limite |x| n’est pas dérivable en 0. Une limite uniforme de fonctions C” peut ne pas étre
dérivable.

Réponse. f, — |x| uniformément (%), mais f,” — sgn non uniformément : la limite n’est pas
dérivable en 0.

Correction de l'’exercice 14 - Régularité de la fonction théta

a) Pourx=a>0:|(- nz)k —n’x| < p2kg—n’a , terme d’une série convergente (il est O(n~?)

par croissances comparées). Toutes les séries dérivées convergent normalement sur
[a, + [, donc

G(k)(X) E ( 1)k Zk —n2x

n=1
b) 6 <0etB” >0 sur ]0, +ol.

c) —e*0(x)=1+> _,n? e~ ~DX. gqur[1, +«[, le terme général est majoré par
n2e—(n’*- D série convergente, et tend vers 0 : par double limite, —e*0’(x) — 1.

k o .. ) _
=S (-1)*n%ke =", décroissante convexe, 0'(x) ~ —e ™.

Réponse. 0 € C”, 0
Correction de I’exercice 15 - Synthese : une intégrale de deux logarithmes

aA)EnO:InxIn(1 —=x) ~ —xInx—-0;enl:Inxln(l —=x) ~(x—1)In(1 —x) - 0.
L’intégrande se prolonge par continuité : I existe. Par parties (u =Inx, v = x"),

1 n+1 n+1
x"Inxdx = —£ Ine _1-¢ _ 1 )
I. n+1 (n+1)2_) (n+1)>
b) Sur 10, 1[, InxIn(1 —x) = >, _ up(x) avec u,(x) = —xnl% > 0. Pour des fonctions

positives, l'intégration terme a terme est licite (théoréeme d’intégration terme a terme, la
série > [ u, = > —L— convergeant), donc

nn+1)
I= %
nz=1n(n+1)
— L —t-ii-—Ll o doncl=1-(%-1)=2-%.
nn+1)? T o+l m+1)’ 6 6

d) Les deux logarithmes sont négatifs sur 10, 1[ : I > 0, et 2 — %2 =~ 0,3551 >0 v.

; - 1 _o_m -
Réponse. [ = Em =2 -1 =0,3551.
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