Chapitre 14 - Suites et séries de fonctions 1

Plaquette 3 - Séries de fonctions : modes de
convergence, régularité et comportement aux bornes

Suites et séries de fonctions — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Normale = uniforme. ||2k - uk” = Do lull,.
=)

Séries alternées de fonctions. Si pour chaque x, (|u,(x)|) décroit vers 0 et
u,(x) = (—1)"|un(x)|, alors |R,(x)| = |u,+1(¥)| : la convergence est uniforme des que
lun+1ll, =0

Double limite. Si > u, converge uniformément sur A et u,(x) - £, quand x — a, alors

> 1, converge et
limzun(x) = Eln
X—-a n n

Série-intégrale a parametre. Sit ~ f(t, x) décroit sur [0, + o] :

SOt 0dt =S, _ Jfnx) < f0,) + [ fit,x)dt.

Correction de I'exercice 1 - Deux séries télescopiques de fonctions

a) Pour x <1, Ex”(l —x)=1;enx=1, la somme est 0. Somme discontinue de fonctions
continues : convergence non uniforme sur [0, 1]. Sur [0, a], ||u,|, < a" : convergence

normale.

b) Pour x fixé, (x"(1 — x)) décroit vers O : critére des séries alternées, et

n+1 1
|Rn(X)|SX + (1—X)Sm

1—x
1+x

(maximum de x" T 1(1 — x), voir la plaquette 2). Convergence uniforme ; somme
(série géométrique de raison —x), qui vaut bien 0 en 1.

n
c) |uyl, = (n f_ 1) - }_ T~ eln : > |lun|l,, diverge, pas de convergence normale.

Réponse. > u, : somme 1 puis 0 en 1, non uniforme ; > (-1)"u, = , uniforme mais

pas normale.

1—x
1+x

Correction de I'’exercice 2 - Une série géométrique en exponentielle

a) Pour x > 0, série géométrique de raisone ™ < 1 :

_, e _ _x
S(X)_Xl—e‘X eX—1

et S(0) = 0.

b) S(x) —» 1 quand x —» 07, alors que S(0) = 0 : S est discontinue en 0, donc la convergence
(de fonctions continues) n’est pas uniforme sur [0, +[.

c) u,(x) =e ™(1 —nx) : pour n = %, u, décroit sur [a, +[, et |u,| ae ™ terme

d’une série convergente.

Ja, +of —

Réponse. S(x) = eXX— i (-1en0%) mais S(0)=0: pas uniforme sur [0, + [ ; normale sur
[a, +oof.

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 14 - Suites et séries de fonctions 2

Correction de I’'exercice 3 - La fonction théta

a) Sur [a, +»[, 0 < e "X < e Ml< g, convergence normale, donc continuité. Chaque
terme décroit en x, donc 0 aussi. Double limite en +o : O(x) = 1 (seul le termen =0
subsiste).

b) t = e~t'X décroit sur [O,+oo[:f;r°°52nzos 1+f;°°, et avec u = tyx :
+ 00 + o
—t? _ 1 —u? 1/
foe th—ﬁfoe”du—i

c) Les deux bornes sont équivalentes a %J% en0": 0(x) ~ %@ . (Par exemple
6(10™*) = 88,6 = %\/n- 10%))

Réponse. 0 continue, décroissante, —» 1 en +x, et 6(x) ~ —\/7 en0”

Correction de I’exercice 4 - Equivalent logarithmique en zéro

a) Sur [a, +oo[, 1 < 1 : normale, donc continuité. Pour N fixé,
n(l +nx) —
1 .
S(x) = En < Nm H N quand x->0".H ~ étant arbitrairement grand, S - +.
b) L1 _=1__X_donc

t(1 + tx) t 1+tx

A A
fl [+ 60 [ln1+txlA:w1nX+1n(1 + x) 1n(1+x)

c)tw décroit : 1n<1 + %) =S(x) = L + 1n<1 + %) et 1n<1 + %) ~Inleno™

t(1 +t )
Réponse. In(1 + 1) =Sx) = +ln(1 + 1) donc S(x) ~ In%.

Correction de I'exercice 5 - Somme de Riemann et échec de la double limite

a) Sur [0,A] : :‘_ < %. Sur [0, +o[ : le maximum en x est atteint en x = n et vaut %
série dlvergente.
A X FPRp te xdt _ &
b) Pour x > 0 fixé, t R décroit sur [0, + [, et fo a2 Donc
+ o oo
o_1 xdt xdt _ o
2 stl t2+x255(><)5f0 #2432 2

(car [, 2+i2 < 1), d’ou S(x) -

c) Chaque terme tend vers O : Elim =0# Z =1im>. Le théoréme de la double limite ne
s’applique pas, faute de convergence uniforme au voisinage de +.

Réponse. Normale sur [0,A] seulement ; S(x) — % alors que chaque terme tend vers 0.

Correction de l'’exercice 6 - Régularité d’une série trigonométrique

1
L. convergences normales, donc S est C

a) [luall., = # et u, (x) = %(ZWO :

avec [luy, =

et

S'(x) = 2 CcosS (nx)

n=1

b) u,”"(x) = M lun”ll., 1 (atteint) : pas de convergence normale ; le théoreme ne
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permet pas de conclure a c?.

c) S'(0) = E o = ” . Intégration terme a terme (convergence uniforme sur le segment) :

o, 1 1- 1
fosm(nx)dx=%,doncfO =2n (4) 2k>0

Réponse. SeC!, S = E% S(0) = fOS Py

(2k+ n*

(2k + 1)
Correction de I’exercice 7 - Série alternée de logarithmes
a) Pour x fixé, In (1 + %) décroit vers 0 : critére spécial.

b) Sur [0, A], le reste vérifie

X A
|Rn(x)|sln(1+n+1)sn+1—>0

Mais ||u,| =1In (1 + %) ~ %, série divergente : pas de convergence normale.

»,[0,A]

c) Les u,, sont continues et la convergence est uniforme sur chaque [0,A] : la somme est
continue sur chaque [0,A], donc sur [0, +«[ (la continuité est une propriété locale).

A

T uniforme sur [0, A], pas normale (~ %) ; somme continue.

Réponse. Reste <

Correction de I’exercice 8 - Une fonction qui interpole les nombres
harmoniques

a) %— n_1|_x = n(nX+x)' Pour x € ]—1,Aletn=2:|x| =max(1,A)etn+x=n-1, donc
X <max(l,A)
nn+x)|~- nn-1)

terme d’une série convergente : normale (le terme n = 1, continu sur ] — 1, A], se traite a
part). Chaque terme est croissant en x, donc f aussi.

b) fix + 1) — fix) = Enzl(n_{x — 1) = T4 (télescopage). Avec f{0) = 0 :
(n) zk—lk n'
c) f) =fix+1) - 1

Réponse. f continue croissante sur ] — 1, +oo[, fix + 1) = fix) + m, filn)=H,, f—» —x en
-1".

avec f(x + 1) = f(0) = 0 (continuité) et

T - e

Correction de l'exercice 9 - Comportement pres d’un pole

a)Pour [x| =letn=2:0< 1 5 < 21 T série convergente : normale sur [—1, 1], donc

n-—Xx n- —

T est continue.

b) S(x) = >+ T(x) avec T bornée au voisinage de 1, et _1X2 = 4= X)l(1 g
-1 -
S0) ~ 37— *~1)
1 _1(_1 _ .,
C)nz—l_f(n—l n+1> donCT(l)——<1+ >_Z'
Réponse. T continue sur [—1, 1] (normale), S(x) ~ ﬁ - T(1) = %
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Correction de l’exercice 10 - Somme continue mais non dérivable au bord

—nx —nx
ne

€ 1 s sur [0, +[ : normale, continuité. Les dérivées — "
Tl

a =
) 1+ n? 1+n
sur [a, +»[ par e

b) S(0) ; S(x)

> sont majorées

~Nna . normale, donc c! sur 10, +oo.

=> . % série a termes positifs, minorée par chacune de ses
X
sommes partielles.
+ 11— ™ b . .
c) Quand x » 07, ==& — — n, donc pour N fixé, la minoration tend vers ,

1
~ +). Donc

S(x) — S(0)
X

n .
n=N14n?’ qu

tend vers

— —
x=0

et le graphe de S a une tangente verticale en 0.
Réponse. S continue sur [0, +], c! sur 10, + [, mais taux d’accroissement en 0 tendant

Vers —oo,

Correction de l'exercice 11 - Convergence uniforme sans convergence
normale : supports disjoints

a) Pour chaque x, au plus deux u,(x) sont non nuls (x —n € [0, 1] impose n € [x —1,x]) : la
série est une somme finie.

. _ 1
b) Pour x fixé, Ry(x) = >, _ yU NiT

; plus précisément, deux supports [n, n + 1] consécutifs ne se chevauchent qu’en un point
ou ¢ vaut ¢(1) = ¢(0) = 0. Donc

2(x) contient au plus deux termes non nuls, chacun <

1
N+1

sgp |[RnX)| =

c) lunl, = i (atteint en n + 1) Sluall, = +oo.

Réponse. Supports disjoints : reste < (uniforme), mais >, [|u,|, = 2% diverge.

N+1

Correction de I’exercice 12 - Une somme de sinus impaire

a) ‘ i =< @ < A sur [-A,A] : convergence normale, S continue ; chaque terme est
n n

impair.

b) u,’(x) = cos— avec |u,|, % : normale sur R, donc S € C' et

n

EL=H_
“<in*? 6
c) S(O)=0etS’(0)=%2¢O:S(x)~%2xen0.

Réponse. S continue, impaire, c! ; S'(0) = %2 et S(x) ~ %zx.

Correction de l’exercice 13 - Convergence normale sur tout le segment

x"(1 —x)

a) up(x) = ———=, maximal en x = 2.

n+1 -

ol = 3 (-0 ) Ly ~ L
il n\n+1 n+1 en2

terme d’une série convergente : convergence normale sur [0, 1].
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b) Pour x < 1 : D uy(x) = (1 —x)ZXTn =—(1-x)In(1 —x). En x =1 : tous les termes sont
nuls, somme O.

c) —(1-x)In(1 —x) - 0quand x - 1 (croissances comparées, ulnu — 0) : continuité en
1, comme le garantit la convergence normale.

Réponse. |u,|, ~ # : normale sur [0, 1] ; somme —(1 —x)In (1 — x), continue en 1.

Correction de I'exercice 14 - Equivalent en l'infini

-_— . . 7 2
a) en;“ < # : normale sur [0, +oo[, continuité, et S(0) = &-.
o . -(n-1)
b) On multiplie terme a terme par e*. Sur [1, + [, % < # : convergence normale, et

chaque terme tend vers 0 (n = 2) ; par la double limite,
2 e—(n; 1)x 0

n=2 n Xt
c) e*S(x) - 1, c’est-a-dire S(x) ~ e ™™ : le premier terme ’emporte.
Réponse. S continue, S(0) = %2, S(x) ~e ™ en +ow,
Correction de I’exercice 15 - Synthese : la fonction éta et le pole de zéta

a) Pour x fixé, % décroit vers 0 : critere spécial, et pour x = q,

1 1
R < =< —
R0 (N+1D)* " (N+ 1D

Convergence uniforme sur [a, +«[, donc n est continue sur chaque [a, + [, donc sur
10, +ool.

b) Double limite (convergence uniforme sur [1, +«[) : le terme n = 1 vaut 1, les autres
tendent vers 0, donc n(x) = 1.

)1 =2'"%=1-e6-DI2 _(x_1)In2, et n(x) - n(1) = In2 par continuité. Donc

__ncy In2 _ 1
(=T i~ x-Dmz = x-T-

Réponse. 1 continue sur ]0, +[, n = 1 en +x, et {(x) ~ ﬁ enl”.

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



