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Plaquette 4 - Complétude, suites de
Cauchy et théoreme du point fixe
Suites, limites, continuité — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Complétude.

— Toute suite de Cauchy est bornée ; une suite de Cauchy ayant une valeur
d’adhérence converge.

— Les evn de dimension finie sont complets ; un fermé d’un complet est complet.
— Dans un espace complet, 3, |u,]| < +% = > u, converge.

Point fixe de Banach. Si F est un fermé non vide d’un espace complet, f(F) C F et
Ifx) — f(w| = k||x — y|| avec k < 1, alors f a un unique point fixe £, limite de
Xn+1 = f(x,) pour tout xy € F, et

n
Ixn = £l = T lIxs = xol

- J

Correction de l'exercice 1 - Q n’est pas complet

2
a) Par récurrence, u, est rationnel. u,,; —J2 = % =0.Etu,,1—u,= 22—uun <0
n n
des que u, = 2.

b) Décroissante minorée, elle converge vers { = /2 vérifiant { = % + % soit £% = 2.

Convergente dans R, elle est de Cauchy, et la condition de Cauchy ne fait intervenir que
les u, rationnels.

c) Une suite de Cauchy de Q dont la limite dans R est /2 ¢ Q ne converge pas dans Q
(unicité de la limite) :

R R R

Réponse. (u,) rationnelle, de Cauchy, de limite J2 ¢ Q : Q non complet.

Correction de l’exercice 2 - Les fonctions continues ne sont pas completes
pour la norme 1

a) f, et f, coincident hors de [1, 1+ m] et sont a valeurs dans [0, 1] : I'intégrale de
If,, — fpl est majorée par la longueur de cet intervalle.

b) Sur [0,11: foIfl = [olf = f,| = If = f,l, — 0, donc f = 0 (continue). Sur [1 + &, 2] : pour
n= % f, =1, donc de méme f= 1 sur[1+ §, 2], pour tout 6 > 0.
c) f serait discontinue en 1 : aucune limite continue, et

(C([0,2]), |Ill,) n'est pas complet

Réponse. (f,) de Cauchy pour |-||,, « limite » discontinue : espace non complet.
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Correction de I'exercice 3 - L’espace des fonctions continues est complet
pour la norme infinie

a) If,,00 = f,0] = IIf, = f,|l.. ; R est complet.

b) Pour ¢ > 0, il existe N avec |f,(x) —fp(x)| <= e pourn,p = N et tout x. En faisant p - +« :
If,(x) — fIX)| < € pour tout x, soit ||f, —f]., < €.

c) Limite uniforme de fonctions continues : pour n fixé avec |f, —f], <€,

[f) = fixo)| = 2& + |f,(x) = f,,(x0)|

— et le dernier terme est = & pour x proche de xy. Donc f € C([a, b]) et f, — f: I'’espace est
complet.

Réponse. Limite simple f, convergence uniforme, f continue : (C([a, b]), ||-||,,) complet.
Correction de l’exercice 4 - Séries absolument convergentes de matrices

k
Ak Al
x| ="k

finie). Par inégalité triangulaire,

a) terme général d’une série convergente ; M,(R) est complet (dimension

k
A
lexp ) < > B = eha
k

b) HATH < ||A||k, série géométrique convergente.

1t
c)A’=0:exp(A) =I+A= <0 1>. Pour ||, : lexpA)| =1 + |t| = el v.
Réponse. Séries absolument convergentes dans un complet ; || expA| =< el ; ici
1+ |t < eltl.
Correction de I’exercice 5 - Résolution de x = cos x
a) cos décroit sur [0, 1], de 1 a cos1 = 0,54 : image incluse dans [0, 1].
|cos’| = |sin| = sinl sur [0, 1].
b) Point fixe de Banach sur le fermé [0, 1] de R complet. Numériquement £ = 0,7391.
C) X1 = 1, |X1—X0| =1et

n
X, — 1| < 10'8415 ~ 6,31 x 0,8415"

—0,8415

In (6,31 x 10°)
—In0,8415
réelle est plus rapide, la constante locale étant sin/ = 0,67).

— Cette borne est = 107> dés que n = =~ 50,6, soit n = 51 (la convergence

Réponse. Contraction de constante sinl ; £ = 0,7391 ; 51 itérations suffisent d’apres la
majoration.

Correction de I’exercice 6 - Une équation intégrale de Fredholm

1 1 |A|
a) |TAx) — Tg()| < || [oxtIf — gl < [AlIf - gll,. [ tdt = S If=4al.-
b) (C([0, 1]), ||]|,) est complet : point fixe unique si %—l < 1.

1
c) Une solution est de la forme 1 + cx avec ¢c = A fo t(l +ct)dt =2 (% + %) d’ou, pour
A#3,
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_ 3A _ 3AX
c=3@3-2 W=l+33"%

— La solution existe pour tout A # 3 : le point fixe ne donne qu’une condition suffisante (
|A] < 2).

3Ax
2(3—-2)

Réponse. T est %—lipschitzienne ;f=1+ pour A # 3.

Correction de l'exercice 7 - Contraction sur une demi-droite

a)f=1=0. |f(x)|=2J11?s

b) F est fermé dans R : unique point fixe, solution de £ = /1 + £, soit 1>—1-1=0avec
£=0:

1_1+J§
- 2

c) Partantde ug=0:u; =1, u, =2, u3 =1 + 2, et ainsi de suite : le radical infini vaut
le nombre d’or.

Réponse. fest %-lipschitzienne sur [0, +o[ ; limite ¢ = 155 +2J§

Correction de I’exercice 8 - Hypotheses nécessaires du point fixe

a) Le point fixe serait 0 ¢ 10, 1] : ]0, 1] n’est pas fermé (pas complet).

b) g(x) — g(y) = (x —y)(l - Xl—y> avec 0 =1 - % < 1 pour x # y dans [1, +«[. Pas de point

fixe car g(x) — x = % > 0. Il manque une constante k < 1 uniforme : 1 — Xl—y - 1.

c) p(x) = |h(x) — x| est continue sur le compact K, minimale en x,. Si ¢(xy) > 0, alors
@(h(xg)) = [h(h(x0)) — h(xo)| < |h(x0) — Xxo| = @(xo)

— ce qui contredit la minimalité. Donc h(xg) = x¢ ; I'unicité découle de 1'inégalité stricte.

Réponse. Il faut un fermé (]0, 1] échoue) et k < 1 uniforme (x + % échoue) ; sur un

compact, I'inégalité stricte suffit.

Correction de I’exercice 9 - Itérée contractante

a) Point fixe de Banach appliqué a f*.

b) F(f1)) = fAF°(1)) = f() : par unicité, f(f) = £. Et tout point fixe de f est point fixe de f*,
d’ou 'unicité.

c) |cos’| = |sin| atteint 1 : pas de constante < 1 sur R. Mais

(cos°cos)’(x) = sin(cosx)sinx, de valeur absolue < sinl carcosx € [—1,1] :

|(cosecos)(x) —(cosecos)(y)| =sinl-|x—y|

— donc cos a un unique point fixe réel, £ = 0,739.

Réponse. Si f° est contractante, fa un unique point fixe ; cos  cos est sin 1
-lipschitzienne.

Correction de I'exercice 10 - Itérations de Picard

a) ®(0) =1, @2(0) = 1 + x, et par récurrence

n—1 K
o"(0) = > X
K=o k!
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Xn+1

b) |P(y)(X) — D(2)(X)| = f)(; |y — z|, puis on intégre I'inégalité au rang n : fzfl—n, dt = 25T

c) |@"(y) — "), < fl—r:”y —z| et g—': — 0 : ®" est contractante pour n grand. Par
I’exercice précédent, ® a un unique point fixe, limite des ®"(0), c’est-a-dire e*.

. k .
Réponse. ©"(0) = Ek <n % ; ®" contractante pour n grand ; solution e

Correction de I'’exercice 11 - Suites de Cauchy : propriétés

a) Pour € = 1, il existe N avec |u, — uyn| = 1 pour n = N ; alors
lunll = max (fuoll, ..., lux -1, lunl + 1).

b) Pour € > 0, soit N (Cauchy) et k avec @(k) = N et ||uyx) — || =&. Pourn= N :

lup = 21| < llup = uguoll + lupe — LIl < 2€

. d , .
c) Une suite de Cauchy de R" est bornée, donc a une sous-suite convergente
(Bolzano-Weierstrass), donc converge.

Réponse. Cauchy = bornée ; Cauchy + sous-suite convergente = convergente ; R?
complet.

Correction de I’exercice 12 - Un fermé d’un complet est complet

a) Une suite de Cauchy de F est de Cauchy dans E, converge dans E, et sa limite est dans
F (fermé).

b) Si F est complet et u, € F converge vers [ € E, (u,) est de Cauchy, donc converge dans
F ; par unicité de la limite, [ € F.

c) O(n) et S,J{ sont fermés dans M,(R) complet. GL,(R) n’est pas fermé :

%Ie GL,, %I—> 0¢GL,

— donc pas complet ((%I) est de Cauchy sans limite dans GL,).

Réponse. Fermé d’un complet = complet ; O(n), S, complets ; GL,, non complet.

Correction de I’exercice 13 - Logarithme matriciel par série

k
K ze o
a) HNTH < |N||", série géometrique convergente, dans un espace complet.

b)N’=0:L=Netexp()=I+N.

c) Les puissances restent diagonales : L = diag (ln % In %) (sériesdeIn(1 + x) en x = i%),
et
= diag(3 1)\ =
exp (L) = diag 5% =I+N

— La série définit un logarithme de I + N.

Réponse. Convergence normale ; L = N si N 2=-0 ; dans les deux cas exp(L) =1+ N.

Correction de I'’exercice 14 - Suite définie par une série vectorielle

p p
a) [Sp = Sall 52k=n+1%52k=n+1(ﬁ_%> <+

b) R? est complet: S, = S, et en faisant p = +x :

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 9 - Suites, limites, continuité

IS =Sl = &

c) [lvkll, = # : il suffit de n = 100 termes pour garantir une erreur < 102,

Réponse. |S, - S,| < % ; reste = % ; 100 termes.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : une équation fonctionnelle par
point fixe

a) x e % envoie [0, 1] dans [0, 1], donc T(f) est continue. Et
TN - (@l = 3|F(%) - a(¥)| = 31 - gl..
b) (C([0, 1)), ||| ,) est complet : point fixe unique.

c) T(0) = x, T*(0) = x + % . % = x(l + %) et par récurrence

n—1
n0) = 1 _,4
T(0) _X;Eo R R

D f)=4x:x+ 14X x4

X
2 3 2
Réponse. T est %—Iipschitzienne ; solution unique f(x) = %x.

x_4
3=3X7-
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