Chapitre 9 - Suites, limites, continuité 1

Plaquette 3 - Limites et continuité
des fonctions de plusieurs variables
Suites, limites, continuité — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Majorations utiles (avec r = |x? + y?) :

2 2 2
Msr sr s 3t =T

— Coordonnées polaires : x =rcosf, y =rsinf ; si [f—{| < &(r) indépendamment de
6 avec &(r) = 0, alors f— £.
— Non-existence : deux chemins menant a des limites différentes.

a,,b
— Pour f= x;(Tyyz (a, b € N) : limite nulle en O si et seulementsia+ b > 2.

— Continuité séparée (en x a y fixé, et en y a x fixé) n’entraine pas la continuité.
G J

Correction de I'’exercice 1 - Majoration en coordonnées polaires

2 2
a) —=X“— < 1, donc |f(x, y)| = |x|=X
) 00 )1 = x|

b) |f(x,y)| = |x| =r—-0:on pose f(0,0) = 0.

c) flrcos B, rsinf) = rcos36, d’ou

< |x|.

f=r
— uniformément en 6.
Réponse. |f] = |x| = r; prolongement par f(0, 0) = 0.

Correction de I'exercice 2 - Absence de limite

a) fix,0) =1 et f(0,y) = —1.

b) flx, mx) = i ; mi qui prend toutes les valeurs de ] -1, 1].

c) Deux chemins donnent des limites différentes : pas de limite. f est bornée par 1 :

IX* = y? = x*+y?
— Bornée ne signifie pas convergente.

Réponse. Limites 1 et —1 sur les axes : pas de limite ; |f] = 1.

Correction de I’exercice 3 - Continuité séparée sans continuité

a)Siy, =0, x+ szioyz est une fraction rationnelle sans pole réel. Siy, =0, f(x,0) =0

0
pour tout x. Méme raisonnement en y.

b) fit,t) = % pour t # 0, alors que f(0,0) =0 :
fit.t)=% =0

c) Oui : quotient de polyn6mes a dénominateur non nul.
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1

Réponse. Continue séparément en chaque variable, mais f(t, t) = = : non continue en

(0, 0).

N

Correction de l'exercice 4 - Limites sur les droites trompeuses

= . = m2X3 = m2x 4 = . =
a)Sury=mx:f oA = 1o mi? - 0.Surl'axex=0:f=0.
4
2 -y _1
c) La limite vaut O sur toutes les droites mais % sur la parabole x = y? :

fn'a pas de limite en (0, 0)

Réponse. 0 sur toute droite, % sur x = y? : pas de limite.

Correction de I’exercice 5 - Une famille de quotients

a)f,, =r**""2cos?0sin" 0.
b) If, | =r**P 2 =0sia+b>2,
c)Sia+b=2,f, = cos?@sin” 0 ne dépend que de O et n’est pas identiquement nulle :

2
par exemple sur la diagonale 6 = I elle vaut (L) = % Sia+ b < 2, sur la diagonale

4 V2

a+b
_jarnaf 1\
fa,b r¢ \/j - 4o

a+b-20405909sin” @ ; limite nulle ssia + b > 2.

Réponse. f, , =T

Correction de l’exercice 6 - Prolongement d’un quotient exponentiel

eXy_]__ eXy_
X =y Xy

a) Pourx=0ety=0: L si y = 0, les deux membres sont nuls. Et pour
x=0:yp0)=y.
b) @ est continue sur R*, et ¢(u) - 1 en 0 (dérivée de ’exponentielle en 0).
c) (x,y) » yp(xy) est composée et produit de fonctions continues :
fx. ) = yo(xy)
— continue sur R,

Réponse. f(x, y) = yp(xy), @ continue : f continue sur R?.

Correction de l’exercice 7 - Limite a l'infini

a) |x +y| = V2, donc |f] < ff 0.

r 1
b) Il existe R avec |f] = % hors de la boule B{0, R) ; sur ce compact, f continue est bornée

et atteint ses bornes. Comme f(1,1) = % > %, le maximum global est atteint dans la boule.

c) [x +y| sﬁrdonnefsf—:lsg(carrz+l > 2r), avec égalité pourr=1etx=y>0
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Réponse. f— 0 a l'infini ; maxf = g en (% %)

Correction de l'exercice 8 - Limite d’un sinus cardinal

a) Avec u = x? + y? - 0, SILU , 1 (composition des limites).
b) f = sinc  q avec q(x, y) = x* + y? continue et sinc (prolongée par 1) continue.

c)f=0esin(x*?+y?)=0avec x2+y?>>0:

{f=0} kLle<X +y? = ki)

— réunion de cercles concentriques de rayons Vkir ; fermé comme image réciproque de
{0}.

Réponse. f— 1 ; prolongement continu ; zéros : cercles de rayons Vkm, k = 1.

Correction de l'exercice 9 - Prolongement d’un quotient par la norme

a) |xy| = %2 donc |f] = E—Zr =7
b) f(0,0) = 0.

c) fltcosO,tsinf) = tcosOsinO = %sin 20, fonction affine de t de pente

sin26 [_l l}
2 2°2

— donc %-lipschitzienne (a fortiori 1-lipschitzienne).

Réponse. |f] < % f(0,0) = 0 ; sur chaque rayon, f= %sin 26.

Correction de I'exercice 10 - Image réciproque et ouverts du plan
a) Intersection des ouverts {x? + y?> < 1} et {x > 0} (images réciproques d’ouverts par
des fonctions continues).

b) F est I'image réciproque de {0} par (x,y) ~ sin (xy) continue : fermé. Il est formé des
hyperboles

xy=kno, keZ
— (les axes pour k = 0).

c) {|x] + |y| < 1} est ouvert (norme 1 continue), et {y # x} est le complémentaire du
fermé {y — x = 0} : intersection de deux ouverts.

Réponse. U, V ouverts ; F = |J, {xy = kn} fermé.
Correction de l’exercice 11 - Composition et continuité
a) Composée de (x,y) ~» 1 + X%+ y2 (continue, a valeurs dans [1, +[) et de In continue sur

10, +oo].

b) D = {xy = 1} (deux régions délimitées par 1’hyperbole xy = 1) ; composée de
(x,y) » xy — 1 (continue, a valeurs = 0 sur D) et de y~ continue sur R,.

c) Formule avec la valeur absolue, continue. Puis
| max (a, b) — max(a’, b’)| = max(la—da’|,|b—=Db’|) :

|h(p) = h(q)| = llp—all,

Réponse. f continue ; g continue sur {xy = 1} ; max est 1-lipschitzienne pour |-| .
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Correction de I’exercice 12 - Fonction homogene de degré zéro
(Boty) _ (%)
(47 I [ERY]

b) Si g prend deux valeurs différentes en u et v du cercle, alors f(tu) = g(u) et f(tv) = g(v)
quand t - 0" : pas de limite. Si g est constante, f aussi.

pour t > 0.

a)q

X2 — 2

.2
—~> = cos®6 — sin“ 6, donc
X“+y

c) En polaires,
g(cos0,sinB) = cos 260

— non constante : pas de limite en 0 (cohérent avec 1’exercice précédent sur ce
quotient).

Réponse. f homogene de degré 0 : limite en 0 ssi g constante ; ici g = cos 26.
Correction de l'exercice 13 - Continuité des valeurs propres en taille 2

a) Composées de fonctions continues (la racine carrée est continue sur R,).
b)A,(M,) =1+ /e et A, (M) =1, alors que |[M;— M|, = €. Le rapport

A,(M,) —A,(Mo)| _ 1
g e

- 400

— n’est pas borné.

c) Les valeurs propres dépendent continiment de la matrice, mais peuvent étre tres
sensibles pres d’'une matrice non diagonalisable (ici My = J,(1)).

Réponse. A. continues ; A (M,) — 1 = /€ : non lipschitzienne.
Correction de I'exercice 14 - Fonction continue sur un fermé borneé

a) K est compact (fermé borné en dimension finie) et f continue.

b) A I'intérieur, un extremum est un point critique : 9,f = 2x+y =0 et 0f=—-1+x=0
donnent (1, —2) ¢ K. Les extrémums sont donc atteints sur le cercle x? + y2 =1.

c)SurK:0=x*<1, |yl <1, |xy| = 3, d’ou

—% = flx,y) = %

— (encadrement grossier ; par exemple f(0,1) = —1 et f(0, —1) = 1 sont des valeurs
atteintes).
Réponse. K compact : bornes atteintes, sur le bord (pas de point critique intérieur) ;
3 <f<
2 =772

Correction de I’exercice 15 - Synthese : étude complete d’une fonction de
deux variables

a) Hors de l'origine, quotient de polyndémes. En 0 : |x3 + y3| < |x|x% + |y|y? = r(x? + y?),
dou|fl]=r-0.

3 flttmt)  1+m
b) fix, mx) = LEM"»x donc -
) ) 1 + m? t 1+m

de m de facon non linéaire.

Z : la « dérivée dans la direction (1, m) » dépend

2 2
o) If] < % < max ([x|, |y]) (moyenne pondérée de |x| et |y]).
XTTy

d) x3 +y° = (x + y)(x® — xy + y?) et x> — xy + y?> > 0 hors de l'origine. Donc f a le signe de
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X+y:
{f=0}={x+y=0;}
— (la droite, origine comprise).

ft,mt) 14 mS
t 14+ m?

Réponse. |f] = r: continue ; ; fdu signe de x + y, nulle sur y = —x.
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