Chapitre 7 - Théoréme spectral 1

Plaquette 2 - Diagonalisation orthogonale en pratique

Théoreme spectral — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Diagonalisation orthogonale.

— S=PDP"avecPe€ O(n) : colonnes = base orthonormée de vecteurs propres.
— Décomposition spectrale : avec (u;) base orthonormée propre,
n
S = 2 Auul,  Sk= zAfu,’u,T, exp(S) = EeAfuiuiT
i=1

A 2 2
— Contréles : trS = > A;, detS =[], S|z =2, ;5f = 2.
— Amin < Sii < Apax (prendre x = e; dans I’encadrement de Rayleigh).
— Deux matrices symétriques qui commutent sont diagonalisables dans une méme

base orthonormée.
g J

Correction de I’exercice 1 - Une matrice symétrique 2 x 2

a)trS=7,detS=6:y,=X"—-7X+6 = (X - 1)(X - 6).

-1 2

b)S—61=<2 "4

> :E¢=R(2,1). E; = E§ = R(1, —2). Donc

s\l -2
c)36+1=37et25+4+4+4=37 .

pP= L<2 1 > PSP = diag(6, 1)

21
& = .p=_L1
Réponse. SpS = {6,1}; P J§<1 _2>.

Correction de I’exercice 2 - Valeurs propres distinctes : orthogonalité
automatique

a)s(1,2,1)=(@1,2,1),5(1,0,-1)=(3,0,-3),S(1,—-1,1) = (4, —4,4) : valeurs propres 1, 3,
4,

b) Les produits scalaires 1+0—-1,1 -2+ 1, 1 + 0 — 1 sont nuls. Pour S symétrique,
Sx = Ax et Sy = py donnent

Alx, y) = (Sx,y) = (x, Sy) = ulx, y)
— d'ou (x,y) =0siA =p.

1 1 L
J6 2 /3
c) On normalise : P = % 0 —% , D =diag(1, 3,4). Controle : trS=8=1+3+4 v.
1 _1 1
J6 V2 /3

Réponse. SpS = {1, 3,4}, vecteurs (1, 2,1), (1,0,-1), (1, —1, 1) orthogonaux.
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Chapitre 7 - Théoréme spectral

Correction de I’exercice 3 - Une valeur propre double : Gram-Schmidt dans
I’espace propre

a) J a pour valeurs propres 3 et 0 (double) : S a 5 (simple) et —1 (double).

b)E_1={x+y+2z=0}, de base (1,-1,0), (1,0, —1), non orthogonale. Gram-Schmidt :
up = (1,-1,0) puis (1,0, -1) = 2(1,-1,0) = 2(1, 1, -2), d’oti u, = (1,1, -2).

2 /6
C) ps = 3/ (projecteur orthogonal sur R(1,1,1)) et p_, =1- %]:
=5.17_(1-11\=0o7—
s=5-1 (I 3]) 2] —1
- _ _(1,-1,0) _(1,1,-2) _
Reéponse. SpS = {5,-1,-1}; u; = 5 U, = 5 S =05ps—p_;.

Correction de l’exercice 4 - Une famille paramétrée

B v _ _1/1 1
a) S(1,1) = (@ +b)(1,1) et S(1,-1) = (@ — b)(1, —1). Avec P ﬁ<1 _1>.
P'SP = diag(a + b, a — b).

b) Valeurs propres > 0 : a > |b|.

. 1 1 +1
c) Avec les projecteurs p, = 2\ +1 1 :

Sn — ((1 + b)np+ + (a _ b)np_’ exp (S) _ ea<COShb Sll’lhb)

sinhb coshb

Réponse. Vecteurs propres (1, £1), valeurs a = b ; définie positive ssi a > |b| ;

_ _afcoshb sinhb
exp(5) = e (sinhb coshb /)’

Correction de l'exercice 5 - Les symétriques complexes ne sont pas
diagonalisables en général

T . 2 [(1-11-1 _
a)A =Aselit. A _<i—i _1+1>—0.

b) A est nilpotente non nulle, donc non diagonalisable.

A .- . . . , - <!
c) Le théoreme spectral utilise le produit scalaire réel : pour A réelle symétrique, X AX

7 Ve Ve . . . ] . _T
est réel. La bonne généralisation concerne les matrices hermitiennes (A = A),
diagonalisables en base orthonormée pour le produit scalaire hermitien, a valeurs

propres réelles :
A= <1 ! > = A
—-i -1

Réponse. A" = A mais A* = 0, non diagonalisable ; il faut I’hypothése hermitienne.

— donc A n’est pas hermitienne.

Correction de l'exercice 6 - Coefficients diagonaux et valeurs propres
extrémes
a) s; = e{Se;, et ’encadrement de Rayleigh avec x = e; unitaire donne le résultat.

; T A2
b) Dans une base orthonormée propre, Xxfxx = 22;2/’ ,
i

moyenne pondérée des A;.
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Chapitre 7 - Théoréme spectral

c)A; =min(1,2) =1 et A; = max(1,2) = 2. Calcul : yq =X?>-3X- 7,

A= 3J—“T V37 . _154 et 4,54

. 3+y37

Réponse. A =< s;; <A, ; ici 5

Correction de I’exercice 7 - Norme de Frobenius et valeurs propres

a) S% a pour valeurs propres les A7, donc trS* = 347 ; et tr(S%) = tr(S'S) = > st
b) Dst =247 <n.

c) trS? = > sé=0impose S = 0. Faux sans symétrie :

N—<O 0>, tr(N“) =0, N=0

Réponse. trS* = > A7 = S s?;S=0etrS* = 0 (faux pour N non symétrique).
Correction de I'exercice 8 - Codiagonalisation de deux symétriques

a) Ax = Ax donne A(Bx) = BAx = ABx.

b) Sur chaque E;(A), I'induit de B est symétrique (restriction d’un auto-adjoint a un
stable), donc diagonalisable en base orthonormée de E,(A). Les E;(A) étant orthogonaux,
la réunion de ces bases convient.

11 (1,1) (1,-1) .
11 '

c)AB=< >=BA. Base u; =
A ~ diag(2, 0), B ~ diag(1, 3)

Réponse. Base orthonormée commune (1,x1) ; A ~ diag(2,0), B ~ diag(1, 3).

V2

Correction de l’exercice 9 - Spectres de ASA et AAS

a) X'ATAX = |AX|® = 0, de méme pour AA".

b) SiATAX = AX, A = 0, alors AX = 0 et AAT(AX) = AAX. L’application X ~ AX est injective
de E,(A'A) dans E,(AA") ; par symétrie des rdles, les dimensions sont égales.

21

T _
c) Ad _<1 2

>, de valeurs propres 3 et 1. Donc
Sp(A'A) = {3,1,0}

— (ATA est 3 X 3 de rang 2).
Réponse. Mémes valeurs propres non nulles ; ici Sp(AAT) = {3,1}, Sp(ATA) ={3,1,0}.

Correction de l'exercice 10 - Analyse en composantes principales

a)EXkXI=<4+4+1+1 4+4—1—1>=<10 6 >,d'0i1C=<2'5 1,5>'

6 10 6 10 1,5 2,5
(1,1) (1,-1)
b) Valeurs propres 4 (vecteur 7z ) et 1 (vecteur ol ).
c) La variance de la projection sur u unitaire vaut u'Cu, maximale (= 4) pour u = % :

c’est la premiére composante principale. Elle explique
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— de la variance totale trC = 5.

2,5 1,5

Reéponse. C = <1’5 2.5

> ; axe principal (1, 1), 80 % de la variance.

Correction de I'’exercice 11 - Puissances et exponentielle d’une symétrique

4 2 1 =2
a)p6=%<2 1>etp1=I—p6=%<_2 4 >

b) S" =6"ps+ p, et
exp (tS) = e%pg + e'p,

- . 24+1 12-2
—Ver1ﬁcat10npourn=1:%<12_2 644 >=S/.

C) g—: = pg + 6_np1 — Pg, Projecteur orthogonal sur la direction propre dominante.

n

Réponse. S" = 6"p + p,, exp (tS) = e%py + e'p, ; % ~ Pg-

Correction de I'exercice 12 - Symétrique et orthogonale : diagonalisation
a) Symétrique visiblement ; S = %]—I et S* = %]2 - %]+ I= %]— %]+I =1,donc S'S =1.

b) S? =1 :valeurs propres =1. E; = R(1,1,1) (carj(1,1,1) = 3(1,1, 1), donc
S1,1,1)=(@1,1,1)etE_;={x+y+2z2=0}:

SpS ={1,-1,-1}
c) Symétrie orthogonale par rapport a la droite R(1, 1, 1), c’est-a-dire le demi-tour d’axe
(1,1,1) (detS = 1).

Réponse. S?=1 ; E1=R(1,1,1), E_; = plan orthogonal ; demi-tour d’axe (1, 1, 1).
Correction de I’exercice 13 - Une matrice symétrique par blocs

a) M(X, X) = (2AX, 2AX) = 2A(X, X) et M(X, —X) = (0, 0).

1
V2

1
V2

b) Si (u;) est une base orthonormée propre de A, les -=(u;, u;) et =(u;, —u;) forment une

base orthonormée de R*" :
SpM = {244, ...,2A,} U {0} (multiplicité n)

c) A a pour valeurs propres 3 et 1 : SpM = {6,2,0,0}. Controle : trM = 2trA =8 v.
Réponse. SpM = 2SpA U {0} ; ici {6,2,0,0}.

Correction de I’exercice 14 - Endomorphisme symétrique de rang 2

a) S"=ba"+ab' =S. ImS C Vect(a, b) et Sa = b, Sb = a : rang 2.
b)S@a+b)=b+aetSa-b)=b—-—a=—-(a-D>b).

c) Valeurs propres 1 (sur GJ‘;_b), —1 (sur %) et 0 (sur Vect(aq, b)l, dimension n — 2).
—a+b ,,_a—-b.
Avec u 7 v 7z

S=uu"—vwv'
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Réponse. SpS = {1,-1,0}; S=uu"—w', u=2+tb y=a=b

V2

Correction de I’exercice 15 - Synthese : étude complete d’une matrice
symétrique

_ (1,2,1)

(1,0,-1) _ (1,-1,1) .
G = 2 =

7z BT

S = uyul + 3uyul + 4usul

a) u; , Uy =

b) VS = uyul + V3 uyul + 2uzul : symétrique positive et de carré S (les produits croisés
s’annulent).

c) Rayleigh : min g = 1 atteint en *u,, max q = 4 atteint en *us;.

— — -1 _ 1 1 _ 19
d)detS=1x3x4=12 et trS _1+§+1_ﬁ'

Réponse. S = uju] + 3uyul + 4usul ; ming = 1, maxq =4 ; detS = 12, trs~! = %,
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