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Plaquette 4 - Sous-espaces caractéristiques
et décomposition de Dunford en pratique

Trigonalisation — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Exercices

Méthode

Pour obtenir la décomposition de Dunford A = D + N sans base de Jordan, on calcule
les projecteurs spectraux p, sur les sous-espaces caractéristiques

N; = ker(A — AI)™ : ce sont des polynémes en A fournis par une relation de Bézout
entre les facteurs (X —2)™ de y,. Alors D = > Ap, et N = A — D. On vérifie toujours
DN = ND et N nilpotente. Piege classique : pour une matrice triangulaire, la partie
diagonale n’est pas en général la partie D de Dunford.

Exercice 1 - Dunford pour une valeur propre double en taille 2

. 3 1
Soit A = <_1 1>.

a) Calculer y,.

b) Donner la décomposition de Dunford de A.
c) En déduire A" et exp (tA).

Exercice 2 - Projecteurs spectraux par Bézout

2 1 -1
SoitA=( -2 1 2 |, de polynOme caractéristique (X — 1)2(X - 3).
-1 1 2

Vs
-

a) Trouver a et b, c tels que a(X — 1)2 + (bX+c)X-3)=1.
b) En déduire p, = %(A — I)2 et p, =1— p,, et les calculer.

c) Calculer D = p, + 3p; et N = A — D ; vérifier N?=0et DN = ND.

Vs
-

Exercice 3 - Le piege de la matrice triangulaire

111
SoitT=|0 1 0 |, A=diag(1,1,2)etS=T-A.
00 2
a) Montrer que AS # SA : T = A+ S n’est pas la décomposition de Dunford.
b) Vérifier (X — 1)2 —X(X —2) =1 et en déduire le projecteur p, = (T — I)Z.
c) Calculer la vraie décomposition T = D + N.

Exercice 4 - Unicité de la décomposition de Dunford

Soit A = D + N la décomposition de Dunford, avec D et N polynomes en A, et
A = D"+ N une autre décomposition (D’ diagonalisable, N" nilpotente, D'N" = N'D’).

a) Montrer que D’ et N' commutent avec A, donc avec D et N.
b) Montrer que D — D’ est diagonalisable et que N' — N est nilpotente.
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c) Conclure.

Exercice 5 - Puissances par Dunford

On reprend A de l’exercice sur les projecteurs spectraux, avec D = p; + 3p,,
N=A-D,N*=0.

a) Montrer que Np; = N et Np; = 0.

b) En déduire A" = p, + 3"p; + nN.

c) Vérifier pour n = 1 et calculer le coefficient (2,3) de A".

Exercice 6 - Exponentielle par Dunford

Avec les mémes notations (A =D + N, D = p, + 3p,, N%*=o, Np; =0):

a) Justifier exp (tA) = exp (tD) exp (tN).
b) Montrer que exp (tA) = ef(p, + tN) + e3'p,.

c) En déduire la solution de X’ = AX avec X(0) = (1,0, 1) (vecteur propre de A pour
1).

Exercice 7 - Dunford et similitude

Soit A = D + N la décomposition de Dunford et P inversible.

a) Montrer que la décomposition de Dunford de PAP ! est PDP™! + PNP7.
b) En déduire que si A est réelle et y, scindé sur R, alors D et N sont réelles.

—
—

Ve
-

Ve
-

c) Montrer que deux matrices semblables ont des parties diagonalisables
semblables. La réciproque est-elle vraie ?

Vs
-

Exercice 8 - Dimension des sous-espaces caractéristiques

Soit u a polynéme caractéristique scindé, A valeur propre de multiplicité m, et
N, =ker(u—-2id)™.
a) Montrer que N, est stable et que l'induit u; a pour seule valeur propre A.
b) En déduire, a I’aide de la décomposition E = @Np etde y, = qup, que
dimN; = m.

c) Montrer que la suite ker(u — A id)k stationne des k = indice de nilpotence de
u, —Aid, qui est = m.

Exercice 9 - Diagonalisable ou nilpotente : lecture sur Dunford

Soit A = D + N la décomposition de Dunford.

a) Montrer que A est diagonalisable si et seulement si N = 0, et nilpotente si et
seulement si D = 0.

b) Montrer que y, = x, et que A et D ont les mémes valeurs propres avec
multiplicités.

o 01 1 2 21
c) Application : donner D ethourA—<0 0>’B_<O 3>,C—<0 2>.
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Exercice 10 - Systeme différentiel non diagonalisable

Résoudre x' = 3x+y, y = —x+ y avec x(0) = 1, y(0) = 0.

a) Ecrire A et sa décomposition de Dunford.
b) Calculer exp (tA).

c) En déduire x(t) et y(t), et vérifier I’équation différentielle.
- J

Exercice 11 - Récurrence a racine double

On considere u, +, =4u, 1 —4u, ug=1, u; = 4.

a) Ecrire U, , ; = CU,, et la décomposition de Dunford de C.
b) En déduire que u, = (a + bn)2".
c) Déterminer a et b et vérifier u,.

Exercice 12 - Convergence vers 0 sans diagonalisabilité

1
5 1
1

2
a) Calculer A" par Dunford.

Soit A =

b) Montrer que A" - 0 bien que |A|, = % > 1.

c) Enoncer le résultat général : si p(A) < 1, alors A" = 0.

Exercice 13 - Partie diagonalisable comme polynéme en A

- 111
SoitA=<_1 1>etB= 010
00 2

a) Ecrire D, comme polynéme en A (de degré < 1).
b) Ecrire Dp comme polynoéme en B (utiliser p, = (B — I)2 etp, =1-p,).
c) Vérifier dans les deux cas que D commute avec la matrice.

Exercice 14 - Exponentielle d’une matrice non diagonalisable de taille 3

Soit J = J,(4) = Al + N.

a) Calculer exp (t]).
b) En déduire les solutions de X' = JX.

c) Application : solution de y” — 3y” + 3y — y = 0 (polynéme caractéristique (r — 1)3).

Exercice 15 - Synthése : Dunford complet d’une matrice 3 x 3

0 1 -1
SoitA=( -2 -1 2 |, de polynome caractéristique (X + 1)2(X - 1).
-11 O

a) Etablir %(X+ 1) - %(X— 1) = 1 et en déduire p, = %(A +1)? p_,=I-p,.
b) Calculer D = p, —p_, et N = A — D, et vérifier N*=0.
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c) Montrer que A" = (=1)"p_, + n(-1)" "~ N+ p, et vérifier pour n = 2.
d) Calculer exp (tA).
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