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Plaquette 2 - Espaces probabilisés : tribus,
continuité monotone et Borel-Cantelli

Variables aléatoires discretes — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Exercices

Méthode

Pour calculer la probabilité d’un événement défini par une infinité de conditions

(« finir par », « jamais », « une infinité de fois »), on I’écrit a ’aide de réunions et
d’intersections dénombrables d’événements simples, puis on applique la o
-additivité (événements disjoints), la continuité monotone (suites croissantes ou
décroissantes) ou la sous-additivité. Les événements « A, se produit une infinité de
fois » s’écrivent ﬂn U « = nAk et relevent des lemmes de Borel-Cantelli.

Exercice 1 - Parties finies ou cofinies

Sur Q = N, soit F I’ensemble des parties A telles que A ou N \ A soit fini.

a) Montrer que F contient Q et est stable par complémentaire et par réunion finie.
b) Montrer que F n’est pas une tribu.
c) Quelle est la tribu engendrée par les singletons {n} ?

A\

-

Exercice 2 - Ne jamais obtenir pile

On lance indéfiniment une piece équilibrée, les lancers étant indépendants.

a) Soit A, : « les n premiers lancers donnent face ». Calculer P(A,).
b) En déduire la probabilité de ne jamais obtenir pile.
c) Montrer de méme que, presque siirement, on obtient une infinité de piles.

-
A\

Exercice 3 - Un double six finit par arriver

On lance indéfiniment un dé équilibré.
a) Soit By : « les lancers 2k — 1 et 2k donnent tous deux 6 ». Les By sont-ils
indépendants ? Calculer P(By).

b) Calculer la probabilité qu’aucun des By, ..., B, ne se réalise, puis qu’aucun By ne
se réalise.

c) En déduire que 1’on obtient presque sirement deux 6 consécutifs.

-

AN

Exercice 4 - Premier lemme de Borel-Cantelli

Soit (A,) une suite d’événements avec EP(AH) < +oo.
a) Montrer que ]P’(Uk - nAk) = Ek - P(Ay), et en déduire P(limsupA,) = 0.
b) Soient X, ~ G(%) (n = 1). Montrer que P(X, > 2log,n) < %

c) En déduire que, presque sirement, X,, < 2log, n a partir d'un certain rang
(aucune hypothése d’indépendance n’est nécessaire).

-
A\
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Exercice 5 - Second lemme de Borel-Cantelli et singe dactylographe

Soient (A4,) des événements mutuellement indépendants avec > P(A,) = +o.

a) Montrer que ]P’(ﬂ]:: nA_k> < exp <— 2],:]: . ]P’(Ak)>.

b) En déduire P(limsupA,) = 1.
c) Un singe tape indéfiniment au hasard sur un clavier de 26 lettres (frappes

indépendantes et uniformes). Montrer que le mot MATHS apparait presque
stirement une infinité de fois.

Exercice 6 - Pas de probabilité uniforme sur les entiers

a) Montrer qu'il n’existe pas de probabilité P sur (N, P(N)) telle que P({n}) soit
indépendant de n.

b) On définit la densité d(A) = lim,, card(A n,fl’ 1)) quand elle existe. Calculer
d(2N) et d({n}).
c) Montrer que d n’est pas o-additive.

Ve
-

Exercice 7 - Loi zéta et produit eulérien

Soit s > 1 et X a valeurs dans N* avec P(X = n) = ﬁ ou {(s) = 2 1

n=1ns’
a) Pour d = 1, montrer que P(d | X) = #
b) Montrer que les événements (p | X), p premier, sont mutuellement indépendants.
« 17 _ s . ]_ _ ]_ . . .
c) En considérant (X = 1), en déduire e - Hp premier<1 - F) (limite des produits

partiels).

Ve
-

Exercice 8 - Dérangements et formule du crible

On choisit une permutation o uniforme de {1,...,n} et ’'on note A; : « o(i) =1 ».
a) Calculer P(4; N--NA;) pourij < - <Iy.
b) Par la formule du crible, montrer que la probabilité que o n’ait aucun point fixe
n —1)k
vaut p, = >, _ 0%.

c) Déterminer la limite de p, et majorer |p, — e .

Vs
-

Exercice 9 - Ecrire un événement asymptotique

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles discretes sur (2, A, P).
a) Ecrire I’ensemble {w:(X,(w)) est bornée} a ’aide de réunions et d’intersections
dénombrables d’événements (|X,| = M).
b) Méme question pour {w:X,(w) = 0}.
c) En déduire que ce sont des événements.

Vs
-

Exercice 10 - Evénements négligeables et presque sirs

a) Montrer qu’'une réunion dénombrable d’événements négligeables est négligeable,
et qu’une intersection dénombrable d’événements presque siirs est presque sire.
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b) On lance indéfiniment une piece équilibrée. Montrer que toute suite infinie fixée
de résultats a une probabilité nulle.

c) Montrer que 1’ensemble des suites stationnaires (constantes a partir d’un certain
rang) est négligeable.

Exercice 11 - Premier pile a un rang pair

On lance une piece donnant pile avec probabilité p € 10, 1[ jusqu’au premier pile,
obtenu au rang T.

a) Rappeler la loi de T et vérifier que T est presque stirement fini.
b) Calculer P(T pair).

c) Pour quelle valeur de p cette probabilité vaut-elle % ? Montrer qu’elle est toujours

strictement inférieure a %

Exercice 12 - Premier a faire six

Anna et Bruno lancent un dé équilibré a tour de role, Anna commencant ; le premier
qui obtient 6 gagne.

a) Calculer la probabilité qu’Anna gagne au k-ieme de ses lancers.

b) En déduire la probabilité qu’Anna gagne, puis que Bruno gagne.

c) Montrer que la partie se termine presque stirement.

Exercice 13 - Probabilité sur les entiers et parité d’une loi de Poisson

a) Soit (p,), ¢ v une famille de réels positifs de somme 1. Montrer qu’il existe une
unique probabilité sur (N, P(N)) avec P({n}) = P,
b) Soit X ~ P(A). Calculer P(X pair).

1

c) Montrer que cette probabilité est toujours strictement supérieure a 5

Exercice 14 - Sauts de la fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire réelle discrete et F(x) = P(X < x).

a) Montrer que F est continue a droite (continuité décroissante).

b) Montrer que F admet en tout x une limite a gauche égale a P(X < x), et en
déduire P(X = x) = F(x) — F(x7).

c) Montrer que I’ensemble des points de discontinuité de F est au plus
dénombrable.

Exercice 15 - Synthése : attendre deux piles consécutifs

On lance indéfiniment une piece équilibrée. On note (F,,) la suite de Fibonacci :
Fi=Fy=1Fpy2=Fy41+Fp

a) Le motif PP et le motif FP font la course : montrer que PP apparait avant FP si et
seulement si les deux premiers lancers sont PP, et en déduire les probabilités de
victoire.

b) Soit T le rang ou apparait pour la premiere fois PP (le second P). Montrer que
P(T=n) = Fggl pour n = 2, en admettant que le nombre de mots de longueur m
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sans deux P consécutifs vaut F,, , .
c) Vérifier que >, P(T = n) = 1, sachant que D, Fx™=_—X*— pour

mz1-m T 1-x-x
J5 -1
-

n=2

x| <
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