Chapitre 11 - Analyse asymptotique 1

Plaquette 5 - Développements
asymptotiques et approximations en sciences

Analyse asymptotique — Prépa MPSI / MP2Il (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Développements a connaitre (en u — 0) :

w 2+ o(u?), 1n(1+u)=u—u—2+o(u2)

1+w=1+au+ 5

— Somme harmonique : H, =Inn+y + 5=+ O( >

— Stirling : n! = /210 (2)" (1 + L +o< >>

— Echelle de comparaison en +o :

1l oInx oo 1 o 1
LKy KK id < hx <Kl<hlhhx<hnx ...

— Réinjection : si x = F(x, €) et x = xo + O(g), alors x = F(xg, €) + 0(e?) quand F est
lipschitzienne de rapport O(g) en x.

f0<a) AOR
Fox) ° 2F W™

- J

— Newton : x,,,1 =X, — I’erreur vérifie e, ,, =

Correction de I’exercice 1 - Développement d’une différence en l’infini

On factorise le terme dominant : Vx* + x = x4/1 + u avec u = % -0, et

2
J1+u =1+%—%+0(u2)

— =x2(1 __1 1\y=1__1 1
f(X) X <2x3 8x5 +O<x6>> 2x 8x* + O<x4>'
— x=10:/10010 — 100 = 0,0499875062 ; développement :
0,05 -0,0000125 = 0,0499875 v.
— Remarque : le second terme est en -y, pasen - : il faut suivre les puissances de

u=x3

Réponse. Vx* +x —x?=L — L +o(L).
2X  8x2 1

X
Correction de I’exercice 2 - Affiner la limite de (1 + 1/n) puissance n

L_+o(L ' E—
o<n2 > puis avec v 57+

1 .
3n 3n? "’
—eti+i=11

L
2n
4 v 1)\ = 1 .1 . 1 1
< 2>+O<n2> e<1 2n+3n2+8n2>+0<n2>
8 24

b) Un terme : e = 2,718282 (erreur 0,12). Trois termes :
e(l1 — 0,05+ 0,004583) = 2,594827 (erreur 1,1 x 10_3).

c) 11@ ~ 1,246.

a) nln(1+ ) 1-

' 1\"_ . _ e 1le 1
Reponse. (1+n> =e—ontoiz 2+O<n2>
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Correction de I'exercice 3 - Somme harmonique entre n et 2n

a) S, =H,,— H,; les y se simplifient :

S,=In(2n)—Inn+-L — L +o<1>=1n2—i+o<i>

an  2n n 4n n?

b)In2 - % ~ 0,668147 ; écart 6,2 x 10™%,
o)

C)H,,z—ZHn=1nn2+y+#—21nn—2y—l+0<nl>=—y—l+O<L>.

n 2

1 =6,25x107": c’est bien un

S

Réponse. S, =1n2 — 41—n + O(%) iHp2—2H,=—-p—+ 4 O(LZ)
Correction de l'exercice 4 - Racine n-ieme de n

2
a)ym=e"avecu=101-0;e"=1+u+L +0@Wd), et

3 2

u3_1nn_olnn
- 3 2
n n

— d’ou le développement annoncé.

b)n=100:1 + 0,0460517 + 0,0010604 = 1,0471121, écart 1,6 x 10~°> de I'ordre de
ud
5 =~ 16X 107
oL

a limite vaut l.

Réponse. /n =1 + 1nn + 13 ;1 +o<h; n>

Correction de l’exercice 5 - Cosinus et sinus de nv(n2? + 1)

a)m—nF—n<l+ 1 +O< >>—n+ +O< )

b) sin(nm+ 6) = (-1)"sin6 et cos (nz + 0) = (—1)"cos 6, avec O = =+ O(%) -0:
sin (Hm) = (-1)"sin ~ (-1)"L

— et (-1)"cos (m/ﬁ) =cosO - 1.

c) % =~ (0,15708, contre 0,15605 : écart relatif 0,7 %, di1 au terme —%3.

Réponse. sin (m/n? +1) ~ (~1)"Z ; (-1)"cos (..) = 1.

Correction de l'exercice 6 - Coefficient binomial central

a) <2nn> ((in)) et Stirling :

2n
2
I () ommean _ a7
21'[71(%)2“ 21In VvIIn

10
b) A ~187 079, soit 1,3 % de plus que la valeur exacte (erreur relative = %).

J10m
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—(2n ~ 0
c) P = < ! >4n A Pourn=50: JSO_H 0,0798 (exact : 0,0796). Moins de 8% de

chances d’avoir exactement 50 piles sur 100 lancers : cette probabilité tend vers 0,
lentement.

. 2n\ _ 4" . . _
Reéponse. < n > Nl P(50 piles sur 100) = 0,080.

Correction de I'exercice 7 - Période du pendule aux grandes amplitudes

L’erreur relative est donnée par le premier terme correctif :

2
T;TO ~ % (6, en radians)
0

a) 0y = 20 ~ 0,349 : 0, 3‘(159 ~ 0,0076, soit 0,76 %.

16 16
~2,1 x107* Sur 86400 s : environ 18 s de retard par

b) La période relative passe de 1 + al+
_ 65-67 _ (0,10472)% — (0,08727)?
T 16 16

jour.

: augmentation relative

c) fg <107 =6, =</0,016 = 0,126 rad, soit 7,2°.
Réponse. a) 0,76 % - b) environ 18 s par jour - c) 6y < 7,2°.
Correction de I'exercice 8 - Energie cinétique relativiste

a)(1-u)t?=1 + + 3u? + o(u?) avec u = B*

8
_ B 3[3 3mv* v

Ec—mc<2 +o(ﬁ) mv+ 802 +o 2
b) Le premier terme est 1’énergie cinétique de Newton ; la correction relative vaut
36/8 _3 52
g2r2 477
)B=01: = H099=1 = 1,00756, contre 1 + 3 x 0,01 = 1,0075 par le

_mv 7

2
développement : I’énergie classique est sous-estimée de 0,76 %.

Réponse. E, = %mv2<1 + %ﬁz + o(Bz)> ; 0,75% d’écart a 0,1c.
Correction de l'exercice 9 - Pesanteur en altitude

a) (1+u)2=1-2u+3u?+o0(u? avec u =

gh) _ . _2n, 3n* h?
go =1 R+R2+o R2

==

b) u= % ~ 0,0628 : exact 0,8853 ; ordre 1 : 0,8744 ; ordre 2 : 0,8862. L’ordre 2 réduit

I'erreur de 1,1 % a 0,1 %. (Il reste 88 % de la pesanteur : les astronautes flottent parce
qu’ils sont en chute libre, pas parce que g est nulle.)

c) % = 0,01 = h = 0,005R =~ 32 km.

2
Réponse. gio =1-24 % +...;1SS:0,885; —1% a 32 km.
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Correction de I’exercice 10 - Racine perturbée

a) x*> =1 + 2ae + (a® + 2b)e? + (2c + 2ab)e® ; en reportant dans x2 — x = ¢ :
ac + (@*> +b)e? + (c+2ab)ed = ¢
—a=1,b=—-ad*=-1,c=-2ab=2.Doncx=1+¢—¢&*+ 23+ o(ed).

b) /1 +4c =1+ 2¢ — 2e2 + 43 + 0(3) (DL de (1 + u)*’? a I’ordre 3) : on retrouve le méme
résultat apres division par 2.

c) Les racines ont pour somme 1 : 'autre vaut —¢ + €2 — 2e3 + o(e3). Pour € = 0,1 : 1,092
et —0,092, contre 1,09161 et —0,09161 exactement.

Réponse. x = 1 + & — 2+ 2e3 + 0(e3) et —e + €2 — 2¢3 + o(3).

Correction de l’exercice 11 - Equation de Kepler aux faibles excentricités
a) |[E— M| =e|sinE|<e:E=M+O(e). Puis sinE = sinM + O(E — M) = sinM + O(e) (le
sinus est 1-lipschitzien), donc E = M + esin M + O(e?).

b) Avec E = M + esinM + O(e?), un DL d’ordre 1 du sinus en M donne

SinE = sinM + esinM cosM + O(e?) = sinM + %sin 2M + O(e?)

— douE=M+esinM + %zsin 2M + O(e3).

c)1+0,2sin1 +0,02sin2 =1+ 0,168294 + 0,018186 = 1,186480, écart 1,2 x 10_3, de
'ordre de e3 = 0,008 multiplié par un coefficient modéré v. Chaque réinjection gagne un
ordre en e.

Réponse. E =M + esinM + %zsin 2M + O(ed).

Correction de l'exercice 12 - Le paradoxe des anniversaires
_ n-—1 kK - n—1 k

a)lnp, = Ekzoln(l W) ~ = - 0736z et

n-—1
=nn-1) ~_nn-1)
,20"‘ 7 — =55
2

b) e5%/730 =~ 90,5000, contre 0,4927 : I'erreur (1,5 %) vient des termes négligés — RETTCL

tous négatifs.

c)p,= % =n(n—1)=730In2 = 506, soit n = 23. Avec seulement 23 personnes, une

coincidence est plus probable que l'inverse : c’est le « paradoxe », qui vient de ce que le

" A 2
nombre de paires croit comme ”7

Réponse. p, = e """~ D/730, 509 de coincidence dés n = 23.

Correction de I'exercice 13 - Vitesse de la méthode de Newton

2 _ _ 2
a) Xn+1—ﬁ=x”+2 22x, _ (xn—V2) .

2Xp, 2xp
b) 0 = fit) = fixy) — f(xp)en + L5262 + o(e?) (Taylor en x,). Donc

2
_ f(xn) — f,(xn) f,(l) 92
fOqn) o 2f(xn) 2f ()"

e +o(e?) ~

€n+1 = €n
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— Ici 45 = 4= = cohérent avec a).

of ~ a2 2J_

c) ey =0,0858;e; =2,45 % 107%;e,=2,12x107%; e;=1,6 X 107", Le nombre de
décimales exactes double a chaque itération : convergence quadratique.

2

L ; erreurs 2,5 107%,2,1x107°, 1,6 x 107"

Réponse. e, .| =
Correction de I'’exercice 14 - Développement a plusieurs échelles

On factorise le terme dominant et 1'on développe le logarithme du reste.

a) ln(x+1nx)=1nx+ln(1+lnTX> avec 10X 5 0 .

fix) =1nx + lnTx + O(ln_x)

X
— 12 In®x

b) Ing(x) =1n X

Ing(x) = —xInlnx + In° x, deux termes d’échelles différentes, et g(x) — 0.

2ny\ _ 4" . T Dy
c) < n > Wiy donne, en prenant le logarithme (limite infinie) :

h(n) =2nln?2 —%lnn — %1n1‘1+o(1).

Réponse. a) Inx + lnTX + o(lnTX> -b) —xInlnx + In’x - c)2nln2 — %ln(ﬂn) + o(1).

Correction de I’exercice 15 - Synthese : réciproque de x e~ x en l'infini

a) W est croissante et non bornée (réciproque d’une bijection croissante de [0, +=[). En
prenant le logarithme de WeV =y :InW+ W =Iny.
b) InW = o(W), donc W+ o(W) =Iny: W(y) ~ Iny.

c) Posons L =Iny. De W~ L :InW =1InL + o(1) (logarithme d’équivalents de limite
infinie, sous la forme InW —InL = lnﬂ - 0). D’ou W=L—-InL+ o(1). On réinjecte :

_ InL 1 _ InL InL
1nW—1nL+1n(1 T +0(L>)—1nL T +o( L)

— T _ InL InL
— donc W =1L 1nL+T+O(T>'

d) L =13,8155,InL = 2,6258 : deux termes 11,1897 (écart 0,19), trois termes 11,3798
(écart 0,004) v. La convergence est lente car les termes successifs ne décroissent que
comme des puissances de Iny.

] B Inlny Inlny
Réponse. W(y) =Iny —Inlny + === + 0 ( Iny )
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