Chapitre 11 - Analyse asymptotique 1

Plaquette 4 - Relations de comparaison :
négligeabilité, domination, équivalents

Analyse asymptotique — Prépa MPSI / MP2Il (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Définitions au voisinage de a (g ne s’annulant pas au voisinage de a, sauf peut-étre
ena) :

f=o@eL-0  f=0(g)=Lbomee, f~g=rl -1
g g g
— f~g=f=g+o(g.
— Croissances comparées en + : (Inx)* = o(xF), xB = o(e¥) pour a,f3,y >0 ; en o"
: |Inx|* = o(x75).
— Opérations : o(f) + o(f) = o(f) ; o(f) - O(g) = o(fg) ; f~getu~v=fu~gv, 5 =,
f~ g%
— Exponentielle : e/ ~e9=f—g— 0.
— Logarithme :sif~getg—-1€[0,+»]\ {1}, alorsInf~Ing.

- J

Correction de I'exercice 1 - Classer des fonctions en l'infini

Classement :

(Inx)'° < yx <« ﬁ < xInx « x1% « ¥ « 2% « x¥

— (lnx)lo = o(VX) : croissances comparées (a = 10, B = %).
X10

t20
eR ——t—>0

— x10 = o(e¥) : avec t = Jx,

e

eX
X

— eX =029 % = exp(Vx —xIn2) -0 car/x —xIln2 - —x.
— 2"=0(x): (2) 0.

— Lesautres: X _=Inx _,g.x/Inx _ 1 _, 4.xlnx_,q
x/Inx X xInx In2 x x10

Réponse. (Inx)'° « yx « s < xlnx <« x10 « e « 2¥ « x~.

Correction de I’exercice 2 - Regles de calcul avec o et O

On traduit tout en quotients.

a) Siu=¢gfetv=¢gyfavece;—0,alorsu+v=_(g;+&))fete; +e,—-0.Siu=¢fetv=_g
avec 8 bornée, uv = (¢B)fg et ¢f = 0.

b) Au voisinage de a :

f-g_f_ f_
g —g l70=g-1

f.g
d h
équivalent controle I'écart relatif, pas 1'écart absolu.

c) Vrai : % = - 0-0. Faux : x*> + x ~ x? en +« mais la différence x - +«. Un

Réponse. a) et b) par quotients ; c) vrai, puis faux (x? + x ~ x2).
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Chapitre 11 - Analyse asymptotique 2

Correction de I'exercice 3 - Equivalents et exponentielle
. x+1

a)%—»l,malseT=e¢l.

b) Le quotient s’écrit comme une exponentielle, continue et injective :

e—£=ef_g—>1=>f—g—>0

A 2+x=x/1+1 =x+%—%+o(%>, donc\/x2+x—<x+2>—>0et

2 N N . , , .
— e X X+ 172 = e eX S’arréter a x% + x ~ x aurait donné le faux équivalent e*.

, [ 2
Réponse. e'* ** ~ [e eX.

Correction de I’exercice 4 - Equivalents et logarithme

llnf 1+1n(f/g), avec lni
ng Ing g

vers 1.

a)

—-Inl=0et|Ing| - |Inf| > 0 (ou +»). Le quotient tend

b) f ~ g (les deux tendent vers 1), mais In (1 + x) ~ x et In(1 + 2x) ~ 2x : pas équivalents.
Le logarithme « dilate » les écarts relatifs pres de 1.

c) x> +sinx ~x? -+ : In(x*> +sinx) ~lnx? = 2lnx. shx ~ %X - 4o

In (shx) ~ ln%x —x—In2 ~ x

Réponse. In (x? + sinx) ~ 2Inx ; In(shx) ~ x.
Correction de I'exercice 5 - Somme d’équivalents

a) f; =g,(1 +¢;) avec ¢; —» 0, donc

fi+15, _ |g.€1 + g,€2]
m -1 = W = maX(|€1|, |€2|) -0

— (la positivité de g, et g, sert a majorer |g,&1 + g,&;| par max|g;| (g, + g,)).
b)En +o :x+1~xet —x~—x, mais(x+1)—x=1~+ 0.

c) sinx ~ x et yx domine : sinx + X ~ Jx (car x = o(yx)). tanx ~ x et In (1 + x?) ~ x? = o(x)
: somme ~ X.

Réponse. Sommes de termes positifs : OK ; ¢) /x et x.
Correction de I’exercice 6 - Différences de racines

On factorise par le terme dominant pour faire apparaitre (1 + u)* -1 ~ au :

a
(x+1)a—x“=x“((1+%> —1>~x"‘-%=ax“‘1

1 )
s

™ 2/3 Pour x = 1000 : 0,0033322 contre W ~ (0,0033333 v.

~ 55 J_ (Ou quantité conjuguée :

c)DL:<1——2>—<1—%>+o<l2>— 3 +o< >Pourx—1000 1,4999994 x 10
2x X

X 2x2
contre 1,5 x 10_

. 3
2/3 c) ﬁ'

Réponse. a) N r b)
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Correction de I'exercice 7 - Equivalents de suites

a) sinh=h—h—3+o(h3)avech=%:

6
1 1 1 1
nsin=-1=-—7—+o0(—=5 )~ —=
n 6n> < 2> 6n>

n
— (pourn =100 : —1,66658 x 10> contre —1,66667 x 107>).
b)In(1+1)~1.
n3

c) Termes dominants : = = 1,
2n? 2

d) <22n> =n(2n—1) et G) =10zl = 28020 4, donc ¢, ~ 4.

n—1

Réponse. a) —# by L. c) 7 -d) 4

Correction de I’exercice 8 - Complexité d’algorithmes

a) On garde le terme dominant :
T, ~3n%  T,=20nlog,n, T3~n3?
— nlog,n = o(n®*'?) (car log, n = o(ym)) et n3/2 = o(n?) : pour n grand, T, « T3 < T;.
b) n=10°%: T; = 3 x 10" soit 3000 s (50 min) ; T, =~ 20 X 10° x 19,93 =~ 4 x 105, soit 0,4
s; T3 =107 soit 1 s.
¢) 3n* > 20nlog,n = 3n > 20log,n. Tableau: n =16 :48 <80 ; n=32:96 < 100 ;

n=33:99<100,9;n=234:102 > 101,7. L’algorithme 2 est plus rapide dés n = 34. Les
constantes comptent pour les petites tailles, I’ordre de grandeur pour les grandes.

Réponse. T) <« T3 < T;; 50 min, 0,4 s, 1s; T, <T; des n = 34.

Correction de I’exercice 9 - Puissances et exposants variables

b _ Ablna

On écrit toujours a e et, si ’exposant tend vers 0, e — 1 ~ u :

e!—1 ~ u
u-0

a) X - 0 x1/x -1 ~ Inx,

b) sinxInx ~ xInx = 0 : x3™"* — 1 ~ xInx (négatif). Pour x = 0,01 : —0,0450 contre
—0,0461.

A)xIn(l+x)~x2: (1+x)"—-1~x2
X2+ x 1y .1

d)InXFX=In(1+41)~ 1.

Réponse. a) 12X - b) xInx - ¢) x? - d) 1.

Correction de I'exercice 10 - Grand O sans petit o

a) |sinx| = 1 : borné, donc O(1). Mais sin x ne tend pas vers 0 (sin (% + 2k1:r> =1).

. 2
b) XS/ - 1 porné. Bt XS/ — s gin 1 0 (borné fois tend vers 0).

c) f(X);f(O) — ijn% -0 f(O) =0.Pourx=0:

f(x) = 2xsin% — cos%
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— qui n’a pas de limite en 0 (le cosinus oscille). En revanche f(x) =0+ 0-x + o(x) : DL
f( )

d’ordre 1. Pour l'ordre 2, il faudrait que = sin L ait une limite : non. Pas de DL

d’ordre 2, bien que f soit dérivable.

Réponse. sin = O(1) non o(1) ; x? sin% : dérivable en 0, f discontinue, pas de DL d’ordre

2.

Correction de I’exercice 11 - Equivalent d’une intégrale

. t2 — at? — 1 r— _ 1.
a) u = 2te (u—e),v—z—t(v— 52
fX tzd etz X fX etz d
1 e t= 2_t 1 + 1 z—tz t
1 2 X2
b) G(x) = fo et + 3 - 7 + o( ) et les constantes sont négligeables : G(x) ~ ‘3—)(.

c) Le rapport tend vers 1 lentement : 1’écart relatif est d’environ i (0,02 pour x = 5,
0,005 pour x = 10), ce que donnerait une seconde intégration par parties.

, X 2 x?
Réponse. [ e’ dt ~ .
Correction de I'exercice 12 - Equivalents et limites

On remplace chaque facteur par un équivalent (licite dans un produit ou un quotient) :
2

In(1+u)~u, sinu~u, tanu~u, e'—1~u, 1—cosu~u7
a) 3x 2x = 6.
b) X =2
c)In(1 +x3) ~3Inxetln(1 +x?) ~ 2Inx (équivalents et logarithme, limites infinies) :
limite %

d) x* = e¥™* gt xInx - 0 : limite 1.
Réponse. a) 6 - b) 2 - ¢) % -d) 1.

Correction de I’exercice 13 - Somme et comparaison a une intégrale

a) (tlnt) =Int+ 1 >0 sur[1, +«[ ; I’encadrement découle de la croissance sur des
intervalles de longueur 1.

tzlnt_
t 2

2
b) Par parties, une primitive es %. En sommant :

s LM+’ M+ _(+D? 1

n‘lnn _n®_, 1
2 4 4 — 7= 2 4 4

— Les deux bornes sont équivalentes a ”gﬁ (”TZ =o(n?*lnn)etln(n+1) ~1nn):

2
S, ~ n %nn.

c) Méme méthode avec [Vi = £t°/%: Se_Vk ~ 2n3/2,

Réponse. Eklnk~m Sk ~2n32,
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Correction de I'’exercice 14 - Négligeabilité et limites de quotients

Dans une somme, on garde le terme prépondérant (celui devant lequel les autres sont
négligeables) :

a+b~a sib=o(a)

a) En 4+« : Inx = o(x?) et VX = 0(x), donc f(x) ~ XTZ =x.En 0" :x%=o0(Inx) (car Inx » —x)
et x = o(yx), donc f(x) ~ lnﬁx - —oo,

b) En +« : x> = 0(e?), 1 = 0(e) : g(x) ~ eX. En —w : €2 = 0(x°) et * = 0(1) : g(x) ~ x°.

) o1 g ~x° - —x.

Réponse. f ~ x en +», lnﬁx en 0" ; g~eXen +w, x> en —w.

Correction de I’exercice 15 - Syntheése : une suite qui croit comme In n

a) Up+1—U,=e “>0.Siu,—!fini, alors £ = { + e, impossible. Croissante sans limite
finie : u, - +o.

b) Avece,=e " —>0etef=1+ec+0(?):

elnet — gt = e (e — 1) = L (g, + O(e2) = 1 + O(e,) = 1
n

eln — et

n - 1,donc e ~n. Etu,—Inn = lneTu” - 1n1 = 0 (continuité du

c) Césaro :
logarithme).

d) Ecarts 0,0047 puis 8 x 107° . I’écart tend bien vers 0, avec un ordre de grandeur lnT”

(terme suivant du développement, qu’'un calcul plus fin préciserait).

Réponse. e'" ~netu,=1nn+ o(1).
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