Chapitre 21 - Applications linéaires 1

Plaquette 4 - Matrices d’applications
linéaires et changements de base

Applications linéaires — Prépa MPSI / MP2Il (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Matrices et bases.

— Matg c(f) : colonne j = coordonnées de flej) dans C. Si X = coordonnées de x, alors
AX = coordonnées de f(x).

— Mat(g » f) = Mat(g)Mat(f) ; f bijective = sa matrice est inversible, et
Mat(f_l) = Mat(f)_l.

— Matrice de passage P = Pg _ 5 : colonnes = coordonnées des vecteurs de B’ dans
B. Pour un vecteur : X = PX".

— Changement de base pour un endomorphisme :

A =pPlap
etpour fE—-F:A = Q~lap.
— Deux matrices semblables (A" = P_lAP) ont méme trace, méme rang ;
tr(AB) = tr(BA).
— Puissances : si A = PDP}, alors A" = PD"PL.

I. 0

— Toute matrice de rang r est équivalente a J,. = < 0 0

> A= Q]rP_1 avec P, Q

inversibles.
g J

Correction de I’'exercice 1 - Matrice de la dérivation dans deux bases

a)D(1)=0,DX) =1, D(Xz) = 2X, D(X3) = 3Xx? ; les coordonnées de ces images forment
les colonnes :

o O O O
o O O -
oo N O
o W o o

k
b) Avec g, = % : D(gg) = 0 et D(gx) = €x_1. La matrice B a des 1 juste au-dessus de la
diagonale et des 0 ailleurs : c’est la forme la plus simple d’un nilpotent.
c) A% est la matrice de P~ P” : ses seuls coefficients non nuls sont (A2)13 =2et (Az)24 =6

:A%n’a que (A?’)14 =6 (D3(X3) = 06) ,-A4 = 0 car la dérivée quatrieme d’un polynéme de
degré = 3 est nulle. D est nilpotente d’indice 4.

dP= diag(l, 1,1 1) (les vecteurs de B’ sont des multiples de ceux de la base

'2’6
canonique), pl= diag(1, 1, 2, 6).
— (P_lAP),-j = %aij pour des matrices diagonales. Coefficients non nuls : (1,2) : % x1=1
;(2,3): M2 x2=1;3,4): }—jgx3 = 1. On retrouve B.

Réponse. A : surdiagonale (1, 2, 3) ; B : surdiagonale (1,1, 1) ,-A4 =0 ; P =diag(1,1, % %).
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Chapitre 21 - Applications linéaires 2

Correction de l’exercice 2 - La translation P(X) donne P(X + 1) et le triangle
de Pascal

a) TX) = X+ 1Y = > < (‘Z )Xi : la colonne j contient les coefficients binomiaux (“i)
1111
0123
~loo1s
0001

— (triangle de Pascal, lu en colonnes).

b)) P PX - 1). est I'inverse : P(X + 1 — 1) = P. Sa matrice s’obtient de méme avec

(X—1)4'=Ei(1i>(—1ﬂ"‘xf:

1 -11 -1
_ 01 -23
_T1l=
00 1 =3
00 0 1

c) T2(P) = P(X + 2), de matrice de coefficients (J_>2j o ; c’est aussi T?. Par exemple la
1

derniére colonne : (X + 2)3 =X +6X*+ 12X + 8, et
Tx(1,3,3,1)T=(1+3+3+1, 3+6+3,3+3,1)=(8,12,6,1).

d) TT™" = I,. Le coefficient (i, j) de ce produit est 3, Ty(T ")y, avec Ty = <k> ot

_ -/ J
(T = (=1 "(k>:

OO

— (formule d’inversion de Pascal). Controle pouri=10,j=2:1-2+1=0.

Réponse. T : coefficients (i) ; T . (—l)j_i(Ji> ; T2(P) = P(X + 2) ; inversion de Pascal.

Correction de l'exercice 3 - Matrice dans des bases quelconques

a) Colonnes f(e;) = (1, 0), fley) = (1, 1), fle3) =(0,-1) :

110
A‘<0 1 —1>

b) flu1) = (1,0) = vy ; flup) = (0, -1) ; fluz) = (0,0). Dans C": (0, —1) = a(1,0) + B(1, 1)
donne = -1, a = 1. Donc

, /11 0
_A"<0 -1 o>‘

11 1
c)P=(0 -1 -1 | (colonnes u;), Q= 11 Q= 1 -1 .
00 -1 01 01

/10 0 .o 1, (11 0\ _
_Ap_<0 1 0> (colonnes f(u;) en base canonique) ; Q AP—<O _1 0>—A'

d) f(x,y2) =0=y=—xetz=y: kerf=Vect(l, -1, —1) = Vect(uz). C’est lisible sur A" : sa
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troisieme colonne est nulle, car u; est dans le noyau.

, 110 ,_ (1 1 0\ _
Reponse.A—<0 1 _1>,A —<0 _1 0>,kerf—Vect(u3).

Correction de I’exercice 4 - Rotations : composer, c’est multiplier

a) e; = (1,0) tourne en (cos0,sinb) ; e, = (0,1), d’angle Z, tourne en
(cos 0+ %), sin (0 + %)) = (—sin®, cos0). Ce sont les colonnes de Ry.

b) Tourner de ¢ puis de 0 revient a tournerde 8 + ¢ : ry° r, = 194, et la matrice de la
composée est le produit. En comparant la premiére colonne :

1 cosBcos @ —sinOsin @ cos (6 + @)
RQR(p = . . = .
0 sinfcos @ + cosOsin @ sin (6 + @)
— ce qui donne les formules d’addition.
c)RgR_g =Ry =1I,:Ry' = R_y = R}. Par récurrence, Rp = R 5.
d) C’est R;;,3 ; sa puissance sixieme est R,,; = I.

Réponse. RgR, =Ry, ,; Rg' = R_g, Rj =Ry ; d) L.

Correction de I’'exercice 5 - Coordonnées d’un vecteur dans une nouvelle
base

a) Les colonnes de P sont les coordonnées de uq, u,, uz dans la base canonique :
101
P=(110
011

— B’ est libre (on I'a vu : au; + Bu, + yuz = 0 impose a = 8 = y = 0), donc base, et P est
inversible.

b) En résolvant PX' =X pour X =(x,y,2) :a+py=x,a+B =y, B+ =2 Lasomme donne

a+ﬁ+y=x+2ﬂ,d’01‘1
1 1 -1
_XxXty—z _ —XxX+y+z _X—-y+tz -1_1( _
—a= > ,B= 5 , V= s etP =5 11 111

c)X =P1(2,3,5)" = %(2+3—5, —-2+3+5,2-3+5)=(0,3,2).
— Vérification : 0-uqy + 3u, +2u3z =(0,3,3) + (2,0,2) = (2, 3, 5).

d) P exprime les nouveaux vecteurs dans l’ancienne base ; elle transforme donc des
nouvelles coordonnées en anciennes : X = PX'. Pour aller dans l’autre sens, on inverse :
X =P 'x.

1 1 -1
Réponse. pl= % -11 1 ; w = 3u, + 2u3, coordonnées (0, 3,2) ; X = PX'.

1 -11

Correction de l'exercice 6 - Diagonaliser pour calculer les puissances

a) f(1,1)=(@3,3) =3(1,1) et f(1,-1) = (1, -1). Dans B’, D = <3 0>-

01
/11 (11
we=(P 1) r=3(1 e
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D=P AP, A=pDpP!

c) A" = PD"P! (les P™'P intermédiaires se simplifient), avec D" = diag(3", 1) :

ano1f1 1 3" 0\/1 1 \_/3"+13"-1
2\1 -1/\0 1/\1 -1 2\3"-1 3"+1/°

4 2
A _ . ]_
— Controlen=1": 7<2 4> A.

u 1 n n_ )

, , 3"+1 3"-1 n n_
Reponse.D=d1ag(3,1);A"=%<3n_1 3n+1>;un=32+1,vn=3 L

Correction de I'exercice 7 - Réduire un nilpotent de taille 2

a)A2 = <1 : 1 :1 i 1> = 0. kerf: x—y =0, soit Vect(1, 1) ; Imf = Vect(1, 1) (les

colonnes). On a Imf = kerf.
b) x =e;=(1,0) ¢ kerf, f(x) = (1, 1). (f(x), x) est libre (non colinéaires) : base. f(f(x)) = 0 et

f(x) = f(x) donnent
1
N = MatB(f) = <8 O>

01

c)P= <1 (1)> (colonnes f(x) et x), et A = PNP lavec P! = <1 _1

1
_ /01 /1 -1
PN—<O 1>,etPNP —<1 _1>.

R 1+n —
d)A2 = 0 et I, commute avec A : par le binome, (I, +A)"=I,+nA+0= <n n 1 ’1 n>'

>. Controle :

Réponse. A® = 0, kerf = Imf = Vect(1,1) ; N = <8 (1)> ; ([, +A)" = <711 +n 1_71 n>'

Correction de I'exercice 8 - Matrices semblables ou non

a) tr(AB) = > >, axby; et tr(BA) = >, > byay : mémes termes. Donc
tr(P~'AP) = tr(P"'A)P) = tr(P(P'A)) = trA

b) Le rang d’'une matrice ne change pas par multiplication par une matrice inversible (a
gauche ou a droite) : rg(P_lAP) = rgA. Plus conceptuellement, ce sont deux matrices d’'un
méme endomorphisme.

c) Non : si <(1) 1> = P_lIZP, alors elle vaudrait P7'P = I,. La seule matrice semblable a I,

est I, (plus généralement a Al,). Trace et rang ne suffisent donc pas.

d) Pour A = <1 2> :Ae; =e; et A(1,1) = (3, 3). Dans la base (e, (1, 1)), la matrice est

0 3
diag(1, 3). Pour B = <§ (1)

la matrice est aussi diag(1, 3). Toutes deux sont semblables a diag(1, 3), donc
semblables entre elles (la similitude est transitive).

> : Be, = e, et B(2,5) = (6,15) = 3(2,5) ; dans la base (e,, (2, 5)),

Réponse. tr(AB) = tr(BA) ; semblables = méme trace, méme rang ; c) non ; d) oui, toutes
deux semblables a diag(1, 3).
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Correction de l'exercice 9 - Matrice de la transposition

a) T(Eq1) = E11, T(Eq12) = Epq, T(Ep1) = Eq, T(Epp) = Epp ¢

— A est une matrice de permutation qui échange les coordonnées 2 et 3 : ’appliquer
deux fois ne change rien, A% =1,

b) trA = 2. Pour une symétrie, dans une base adaptée a ker (T — id) & ker (T + id), la
matrice est diag(1,...,1,-1,...,—1), donc tr =dimS, —dimA, =3 -1 = 2.

c) Base (Eq1,E9, E15 + E51, E13 — E54) : les trois premiéres sont symétriques (image par T :
elles-mémes), la derniere antisymétrique. Matrice diag(1,1, 1, —1).

d) trT = dim S, — dimA,, = ”(n2+ D _ ”(nz_ 1) — n. Directement : dans la base des E;,

seuls Ej; fixés par T sont les Ej;, qui donnent les n coefficients diagonaux égaux a 1.

les
Réponse. A permute les coordonnées 2 et 3 ; trA = 3 — 1 = 2 ; base diagonalisante
(E11,E22,E12+ Ep1, E1 — Epp) ; trT = n.

Correction de I'’exercice 10 - Multiplication a gauche dans M2(R)

a) AM agit sur chaque colonne de M : la premiere colonne (mj, my;) devient

T N i
A(mqq, my;) , de méme pour la seconde. Dans la base (E 11, E31, E12, E»p), qui range les
coefficients colonne par colonne :

o O O Q
o oo QT
QO QA O© O
Q T O O

b) trL, = 2trA et rgL, = 2rgA (matrice diagonale par
s’ajoutent).

c) L, bijective ® rgL, = 4 @ rgA = 2 = A inversible. Alors L;l =L AN AM) = M et
AA™'M) = M.

d) MA agit sur les lignes de M : chaque ligne { devient /A. Dans la base (E11, E12, E21, E32)
T

locs : les rangs des blocs

(lignes les unes apres les autres), la matrice de R, est (
A

OT>, de trace 2trA
également.

Réponse. Mat(L,) = diag(A, A) ; trL, = 2trA, rgL, = 2rgA ; L' = L1 ; trR, = 2trA.
Correction de I’exercice 11 - Matrice de rang 1 et forme canonique J1

a) L, = 2L, : rang 1. Chaque colonne est un multiple de (2, 1) :

2
A= <1>(1 2 —1)

b) kerf: x +2y—2z =0, base u, = (2,—-1,0), uz = (1,0, 1). On complete avec
u; =e; =(1,0,0) (hors du noyau car 1 # 0). v; = f(u;) = (2, 1), complété par v, = (0, 1).

c) fluy) = vy, fluy) =fluz) =0:
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100
Mat ), v = <0 0 0> =J1

12 1
— AvecP=|( 0 —1 O |(colonnes u;) et Q = <i (1)> (colonnes vy) : J; = Q_IAP, soit
00 1

A= Q]lP_l. Controle : AP a pour colonnes f(u;) = (2, 1), 0, 0, et QJ, a pour colonnes
(2,1), 0, 0.

d) Toute A € M, , de rang r s’écrit A = Q]rP_l, avec J. = <{)r 8> : méme construction, en

prenant une base d’un supplémentaire du noyau, complétée par une base du noyau, et les
images, complétées en une base. Deux matrices de méme taille sont équivalentes si et
seulement si elles ont le méme rang.

Réponse. rgA =1, A = (2, 1)T(1 2 —1) ; matrice J, dans les bases adaptées ; A = Q],P_1
en général.

Correction de l'exercice 12 - Formes coordonnées d’une base

a) L’application w ~ (coordonnées dans B’) est linéaire : c’est w » P~'w. En résolvant
xy)=a(l,1)+p(1,-1):

N X + . X —
ui(x,y) = Ty usz(x,y) = Ty

b) uf(uy) = 131 =1, uf(up) = 0, uj(uy) = 0, uj(uy) = 11 = 1.

. 11 -1 11 . .
c) La matrice est %<1 _1> =P ' ouP= <1 _1> est la matrice de passage : ses lignes
sont les formes coordonnées.

d) La colonne j de la matrice contient les coordonnées de f(u;), et la i-ieme coordonnée

est uf (fluy). Pour fix,y) = (y,x) : fluy) = uy et flup) = (-1,1) = —u,.
_ Maty(f) = <U1‘(ul) UT(—u2)>

uz(up) uz(—uy)

Réponse. uf = "2ﬂ u3 = *>¥; lignes de P~" ; Matp(f); = uf (flw) ; d) diag(1, —1).

10 . \ |
- <0 _1> : la symetrie par rapport a la droite y = x.
Correction de I'exercice 13 - Une symétrie non orthogonale

a)s(1,2)=(1,2)ets(1,0)=-(1,0): "= <1 0 >

0 -1
_ (1 1\ o1
o= (] 1)p-

1
0 —1> 0 5
= , et
<—21 <1—>
1
Cpept (1 -1\(0 7\ _/-11
S=PSP ‘<20><1 _;>‘<0 1)

c) S% = <(1) +0 1_1 + 1> =1,.5(0,1) =(1,1) : on décompose (0,1) = %(1,2) - %(1,0) et l'on

change le signe de la composante sur D,. Le segment joignant (0,1) a (1, 1) est
horizontal (parallele a D,) et son milieu (% 1) est sur D; : la symétrie « glisse »

|
N

parallelement a ’axe des abscisses, elle n’est pas orthogonale.
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. 1
d)p= % de matrice %<8 é> = <0 2>. Controle : p(0,1) = (% 1), sur D;.
01

— 1
Réponse. S = 11 ;8(0,1) =(1,1) ; projection 0 2 ).
0 1 01

Correction de I'exercice 14 - Trace d’endomorphismes de polynomes

a) Dans la base canonique, DY =kx*"'na pas de composante sur x* . diagonale nulle,

trD = 0. T(Xk) = X"+ (degré < k) : diagonale de 1, trt =n + 1.
b) u(X*) = kX* : matrice diagonale diag(0, 1, ..., n),
nn+1)
2
)vx) =2"x" sty =3 _ 28 =2"" - L w(X) = (D)X s trw =3, _ (=1, qui vaut 1
si n est pair et 0 si n est impair.
d) tr(feg—g-f) = tr(FG) — tr(GF) = 0, alors que tr(id) = n + 1 # 0. (Sur R[X], de

dimension infinie, la relation est possible : Do M — M o D = id avec M:P ~ XP ; la trace n'y
a pas de sens.)

tru=0+1+...+n=

nn+1)
2

Réponse. trD =0, trt=n+1, tru = Jtrv=2""1 1 ; fog—gef=id impossible

(trace).
Correction de I’exercice 15 - Synthese : la matrice J - I et ses puissances

a) f(1,1,1) =(2,2,2). Pourv=(x,y,z) avec x+y+z=0:

fW=W+z,x+z,x+y =(—x, -y, —2) = —V.

b)B =((1,1,1),(1,-1,0),(0,1,—-1)) : le premier vecteur n’est pas dans le plan, les deux
autres en forment une base, donc B’ est une base de RS,

11 O
D = diag(2, -1, -1), P=11-11 | A =PDpP!
10 -1

c) J et I; commutent et J* = 3] pour k = 1. Par le bindme :
—A"=(-13)" = (-1 +22= 1 (n>3k_1(—1)"_k] = (=1)"I; + 8= 1)"3— (—1)"J_

k
anz 2= (=D" n A _ _
— = f]+ (=1)I5. Controle : n =1 donne J — I3 ; n = 2 donne J + I3, et en effet

A= —2J+I3=]+]15.

d) Le coefficient (i,j) de A" compte les suites de n passes allant du joueuri au joueurj (A
est la matrice d’adjacence du triangle). Retour au départ : coefficient diagonal

— (A", = 2-C=0 (-D)" = % Controle : n = 2 donne 2 (aller-retour vers 'un

3
ou l'autre), n = 3 donne % = 2 (les deux tours du triangle).

on _ (_1)n

5—J+ (—1)"I5 ; retours au départ :

Réponse. D = diag(2, —1,-1) ; A" = 22 ?3(_1) :
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