Chapitre 21 - Applications linéaires 1

Plaquette 3 - Projecteurs, symétries
et endomorphismes remarquables

Applications linéaires — Prépa MPSI / MP2Il (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Projecteurs et symétries.
— Si E = F ® G, la projection sur F parallelement a G est p(f+ g) = f; c’est un
projecteur, avec Imp = F = ker(p —id) et kerp = G.
— Réciproquement, sipep=p:
E = kerp ® Imp, x = (x—p(x)) + p(x)

— La symétrie par rapport a F parallelement a G est s = 2p —id ; 52. =id;
réciproquement, si s? = id, E = ker(s —id) @ ker(s + id) et p = % est un

projecteur.
— Projection sur un hyperplan H = ker ¢ parallelement a Vect(a) (¢(a) = 0) :
o(x)
X) =Xx— a
p(x) (@)

— En dimension finie, pour un projecteur : trp = rgp.
— Nilpotent: =0, '=0;sif ') =0, (x, f(X), ..., /"' (x)) est libre.
— Sous-espace stable : f(F) CF.Sifeg = g-f, kerg et Img sont stables par f.

- J

Correction de I’exercice 1 - Projection sur un plan parallelement a une
droite

a) p(x,y,2) =x+y+zete(d) =6 #%0:d¢&P. Une droite non contenue dans un hyperplan
en est un supplémentaire.
b) On cherche p(v) =v—-Ad avecv—Ad € P : p(v) —6A =0, donc
p(v) =V—Md =V—M(1,2,3)
6 6
. — (5 _1 _1 —_(_1 2 _1 —(_1 11 ;
— Colonnes : p(e;) = (g, 3 5), ple,) = ( 55 7), p(es) = ( 5 "3 7), soit
5 -1 -1
A =% 24 -2
-3 -3 3
C)A=I3—%dLavecL=(111)etLd=6:
Al=1y— 2dL + F=d(Ld)L = I3 - 2dL + LdL = A. Trace : 2*3+3 = 2 = dim P = rgp.
2 -1 -1
-21 =2
-3 -3 0
— s(1,0,0) = (% —%, —1). Controle : le milieu de (1, 0, 0) et de son image, (% —%, —%)

est dans P (% - % - % = 0) et leur différence (—% —%, —1) = —%d est dans D.

d)S=2p—id,soitS=2A—I3=%
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5 -1 —1
2 4 =2 ,-s(1,0,0)=(%,—%,—1).
-3 -3 3

X+y+z
6

Réponse. p(v) =v — (1,2,3); A=

1
6

Correction de I’exercice 2 - Un projecteur est une projection
a) Siy = p(x), p(y) = p*(x) = p(x) =y : Imp C ker (p —id). Si p(y) =y, y est une image.
Egalité.
b) Tout x s’écrit
x=(x-pX)+px), px-px)=px)-px)=0
— donc E = kerp + Imp. Siy € kerp N Imp, alors y = p(y) = 0 (par a)). Somme directe.

Dans cette décomposition, p garde la composante dans Imp et annule I'autre : c’est la
projection annoncée.

c)g’=id—-2p+p?=id—p=q. kerq=ker(p—id) = Imp et Imq = ker(id — q) = kerp : q
est la projection complémentaire.
2_[(4-2 —4+2\ _ /2 =2\ _ . i
d) M* = <2 1 o4 1> = <1 _1> = M : projecteur.
— Im = Vect(2, 1) (les colonnes sont colinéaires a (2, 1)) ; ker : 2x — 2y = 0, soit Vect(1, 1).
Trace 1 = rang. C’est la projection sur la droite Vect(2, 1) parallelement a Vect(1, 1).

Réponse. E = kerp & Imp ; id — p projecteur complémentaire ; M projette sur Vect(2, 1)
parallelement a Vect(1, 1).

Correction de I'’exercice 3 - Symétries : involutions

a) p? = 1(s* + 25 +id) = +(2s + 2id) = p.

b) Par I’exercice précédent, E = Imp & kerp. Or
p(x) = x & s(x) = x, p(x) =0 e s(x) = —x

— donc Imp = ker(p —id) = ker(s —id) et kerp = ker(s +id). Si x =y + z avec s(y) = y et
s(z) = —z, alors s(x) = y — z : s est la symétrie par rapport a ker (s — id) parallelement
x + s(x) X —s(x)

5 etz= 5

a ker (s + id). Explicitement, y =

c)ses =1id : s est bijective et s = s.

d)s(x,y) =(x,y) ex=y:ker(s—id) = Vect(1,1). s(x,y) = =(x,y) 2y = —x :

ker (s +id) = Vect(1, —1). C’est la symétrie orthogonale par rapport a la premiere
bissectrice (les deux droites sont perpendiculaires). Exemple : (3,1) =(2,2)+(1,-1) a
pour image (2,2) — (1, —1) = (1, 3).

Réponse. E = ker (s — id) ® ker (s + id), s™! = s ; d) symétrie par rapport & y = x
parallelement a y = —x.

Correction de I’exercice 4 - La transposition et le changement de variable
P(-X)

a) T est linéaire et (MT)T =M:T?=id. ker (T —id) = S, (symétriques) et ker (T +id) = A,
(antisymétriques) : on retrouve M, =S, ® A,,.
b) Le projecteur sur S,, parallelement a A, est

. T
p=14d  pap = MM

nn+1)
5 .

— Sa trace (comme endomorphisme) vaut son rang, dimS§,, =
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c) o est linéaire, 0%(P) = P(—(—X)) = P. ker (o — id) : P(—X) = P(X), polynémes pairs
(seulement des puissances paires) ; ker (o + id) : polynomes impairs.

d) U(Xk) = (—1)ka : la matrice est diagonale, diag(1,-1,1,-1,...). Pourn=5:
diag(1,-1,1,-1,1,-1), donc chacun des deux sous-espaces est de dimension 3 (pairs :
1,X2,X4 ; impairs :X,X3, X5). Controle par la trace :

tro =3 -3 =0 =dimker(o —id) — dimker (o + id).

nn+1)

Réponse. T : symétrie par rapport a S, parallelementa A, ; trp = 5

; O : pairs &
impairs, dimensions 3 et 3 pour n = 5.

Correction de I'exercice 5 - Le reste de la division euclidienne est un
projecteur

a) SiP=BQ; + Ry et PP =BQ, + R, avec degR; = 1, alors
AP+ P =B(AQ; +Q,) + (AR; + R;) avec deg (AR + R;,) = 1. Par unicité du couple
(quotient, reste), r(AP + P’) = Ar(P) + r(P’).
b)SidegP<1,P=BX0+P:r(P)=P.Doncrer=r(r(P) est de degré < 1). Image :
R,[X] ; noyau : les multiples de B dans R,[X],

kerr=(X* - 1)R,_,[X], R,[X]=kerreR,[X]

c) Ecrivons r(P) = a + bX. En évaluant P = BQ + r(P) en 1 et —1 (racines de B) :
a+b=P(l)eta—b=P(-1), donc

— r(P) = P(1) +2P(—1) + P(1) —2P(—1)X.

d)X"vaut 1 en1et(—=1)"en —1 : sin est pair, r(X") = 1 ; si n est impair, r(X") = X.
Contrdle : X’ = (X -1+ letX°=XX*-1)+X.

Réponse. r projecteur sur R;[X] paralléelement a X* - DR, _,[X];

r(p) = PO PED | PO ZPED X v(x™) = 1 ou X.

Correction de I’exercice 6 - Somme de deux projecteurs

a) (p+ @)’ =p*+peq+qep+q*=p+0+0+q=p+q.
b) (p + q)* = p + q donne, aprés simplification par p? =pet g>=q :
peq+qep=0
— Composons & gauche parp: peq+p°qep=0.Adroiteparp: peqep+qep=0.

Par différence, po g = q » p ; avec la relation encadrée, 2p>q=0,donc pegq=qep=0
(on divise par 2 : il faut que 2 # 0 dans le corps).

c) Im(p + q) C Imp + Imq. Réciproquement, si y = p(a), alors

(p+q)(y) =p* @) +qepla=y:yeImp+ q); de méme pour Imq. Somme directe : si
y € ImpniImg, y = q(y) ety = p(y), doncy = p(q(y)) = 0.

d) p : projection sur Vect(e;) parallelement a Vect(e,, e3) ; q : projection sur Vect(e,)
parallelement a Vect(eq, e3). Matrices Eq; et E5;, de produits nuls ; p + g a pour matrice
E 1 + E,, : projection sur le plan Vect(e,, e;) parallelement a Vect(es).

Réponse. p + g projecteur @ peq=qe°p =0 ; alors Im(p + q) = Imp ® Imq ; exemple

Correction de I'exercice 7 - Composée de projecteurs qui commutent

a)r’=peoqepeq=pepeqgeq=pe°q=r(onapermuté le q central avec p).
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b) Siy e ImpnlImgqg, q(y) =y et p(y) =y, donc r(y) =y : y € Imr. Réciproquement,
r(x) = p(q(x)) € Imp et r(x) = q(p(x)) € Imgq.

— Noyau : kerp Ckerr(carr=qep) etkerq Ckerr(carr=pe-q). Sir(x) =0, on écrit
x=Xx=-qx)+qKx), x-qx)€kerq, p(q(x)) =0
— donc q(x) € kerp et x € kerq + kerp.

c) s = p+ q — pq vérifie id —s = (id — p) » (id — q), composée de deux projecteurs qui
commutent : c’est un projecteur par a), donc s aussi. Et
Ims = ker(id — s) = ker(id — p) + ker(id — q) = Imp + Imq par b).

d) p(x,y,2) = (x,y,0), q(x,y,2) =(0,y, 2) ; elles commutent :
peqx,y,z) =(0,y,0) = g- p(x,y,2). Cest la projection orthogonale sur ’axe (Oy),
intersection des deux plans.

Réponse. p - g projecteur, Im = Imp N Imgq, ker = kerp + ker q ; d) projection sur (Oy).
Correction de l’exercice 8 - Trace d’un projecteur

a) E = Imp @ kerp. On prend une base (e, ...,e,;) de Imp et (e,4 1, ...,€,) de kerp ; leur
réunion est une base de E (somme directe). Comme p(e;) = e; pour i < r et p(e;) = 0 sinon,
la matrice est diagonale avec r fois 1 puis des 0.

b) La trace d’'un endomorphisme ne dépend pas de la base (matrices semblables :
tr(P~'AP) = trA), donc

— IT’ 0 — —
trp = tr<0 0> =r=rgp
C)A = %] avec]2 = 3] (chaque coefficient de]2 vaut 1 + 1 + 1). Donc A® = % X 3] = %] =A.
Rang = trA = % = 1 : projection sur la droite Vect(1, 1, 1).

d) Oui : M est un projecteur de rang trM = 0, donc d’image {0} : M = 0. (Sans
I’hypothese M?* =M, c’est faux : E 1, est non nulle et de trace nulle.)

Réponse. Base adaptée : diag(l,,0) ; trp=rgp; A = §] projecteur de rang 1 ; d) oui.
Correction de l'exercice 9 - Endomorphismes nilpotents

a) Supposons ZZ;EAkfk(x) = 0 avec des A non tous nuls, et soit j le plus petit indice tel
que A; = 0. On applique f* 177

DAL TP 0 =2 T 0+ D A TP T o =0

k=j k>j

1-—

— Pour k > j, '’exposant k + p—1 —j est = p, donc fk+p_ 7= 0 : la seconde somme est

nulle.
— donc Ajfo_ l(x) =0avecf’~ 1(x) # 0 :A; =0, contradiction.
b) Une famille libre de p vecteurs dans un espace de dimension n : p < n. Donc
fl=Ff"P-f=0.

c) Notons g, ="~ 1(x), v En=X:fle1) = f'(x) = 0 et flex) = €x—1. La matrice a des 1 juste
au-dessus de la diagonale et des 0 ailleurs (bloc de Jordan nilpotent).

d) Comme f"=0: (id — HAd + f+ ... + 1 1) = id — f* = id, et de méme dans I'autre sens.
Donc (id — f)_l = EZ _ ; ]‘k , analogue de la série géométrique.

Réponse. Famille libre, donc p < n et f* = 0 ; matrice : 1 au-dessus de la diagonale ;
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(id_f)_l :2k<nfk-

Correction de I’exercice 10 - Quand chaque vecteur est envoyé sur un
vecteur colinéaire

a) (x, fix)) liée avec x # 0 : f(x) € Vect(x), donc f(x) = A, x ; A, est unique car x = 0.

b) D'une part f(x +y) = A, )(x +y) (x +y # 0 car non colinéaires), d’autre part
fix+y) =Ax+Ayy. Donc

(Ax+y_Ax)X+ (Ax+y_Ay)y= 0
—et(x,y)estlibre: A, =A,,,=A4,.

c)Siy=px(u=#0):fly)=pfix) =pAx =2,y donc A, =2A,. Tous les A, sont égaux a un
méme A, et f(x) = Ax pour tout x (y compris x =0) : f=Aid.

d) Les homothéties commutent avec tout. Réciproquement, soit f commutant avec tout
endomorphisme, et x # 0. Soit p un projecteur d’'image Vect(x) (projection sur cette
droite parallelement a un supplémentaire). Alors Imp est stable par f:

f(x) = f(p(x)) = p(f(x)) € Vect(x). Donc (x, f(x)) est liée pour tout x, et f est une homothétie
par c).

Réponse. A, indépendant de x : f=Aid ; le centre de L(E) est formé des homothéties.
Correction de I'exercice 11 - Sous-espaces stables et commutation

a) Sig(x) =0, g(f(x)) = flg(x)) = 0: fix) € kerg. Siy = g(x), fly) = g(f(x)) € Img.
b) g — Aid commute aussi avec f; on applique a).

c) Le sens direct est a). Réciproquement, supposons ker p et Imp stables. Pour x =a + b
avec a € Imp, b € kerp :

flp(x)) = fla), p(f(x)) = p(fla)) + p(f(b)) = fla) + O
— car f(a) € Imp (ou p vaut l'identité) et f(b) € kerp. Donc fep=p-f.
d) Imp = Vect(e,), kerp = Vect(e,). f commute avec p si et seulement si f(e;) € Vect(e,) et

fle,) € Vect(e,) : ce sont les endomorphismes de matrice diagonale . Vérification

a
0d

. ab a0 ab a b\ , : Co
directe : (c d)Ell = <c 0> et E”(c d) = <O 0>, egales si et seulement si b = ¢ = 0.

Réponse. ker g, Img stables par f; fe p = pe f e kerp, Imp stables ; d) matrices
diagonales.

Correction de l'exercice 12 - Le quart de tour n’a pas de droite stable
a) r(x,y) = (—y, x) : rotation d’angle % autour de l'origine. R? = <(;1 (11> 12 = —id
(demi-tour).

b) Une droite Vect(u) est stable si et seulement si r(u) = Au. Alors r’(u) = Au = —u, donc
A°=-1: impossible pour A réel. Aucune droite stable.

c) Avec le déterminant (chapitre suivant) : det (]‘)2 = det (]‘2 ) = det(—id) = (-1)". Un carré

réel est positif, donc (-1)"=1etnest pair.

— (Sans déterminant : pour x # 0, (x, f(x)) est libre par b), et Vect(x, f(x)) est stable ; on
construit ainsi une décomposition de R" en plans stables.)

d) Sur C, A% = —1 ales solutions =i. r(l,-i)=(,1)=i(1,-i) etr(1,i) =(-i, 1) = —i(1,i) :
les droites complexes Vect(1, —i) et Vect(1, i) sont stables. Le corps de base change tout.

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 21 - Applications linéaires 6

Réponse. r quart de tour, r’ = —id ; pas de droite stable sur R ; ]“2 = —id = n pair; sur C :
Vect(1, Fi) stables.

Correction de l'exercice 13 - Projecteur de rang 1

a) p(p(x)) = p(x) p(a) = p(xX)p(a)a = p(x)a = p(x). Image : Vect(a) (p(a) = a) ; noyau : ker¢
(hyperplan).

b) p(x) = C(Lx) = (CL)x par associativité : la matrice est CL (matrice de rang 1).

@(a) = LC =1 (produit ligne-colonne, un scalaire). Et (CL)2 = C(LC)L =CL.

c) Si p est un projecteur de rang 1, Imp = Vect(a) avec a # 0, et p(a) = a. Pour tout x,

p(x) € Vect(a) : p(x) = p(x)a, ou @(x) est I'unique coordonnée ; @ est linéaire (car p 'est et
a#0)etopa=1.

vy o

d)a=(1,1,0), y(x,y,2) =x—2y+ 2, y(a) = —1. On normalise : ¢ = @ - —y, soit
o(x,y,2) = —x+2y—2z.
1 -1 2 -1
Mat(p) =1 |(-1 2 -1)=| -1 2 -1
0 0O 00O

— Controle : trace —1+2+0=1=rang; p(a)=(-1+2,-1+2,0)=a.

Réponse. p = ¢(-)a projecteur sur Vect(a) parallelement a ker ¢ ; matrice CL avec LC = 1

-1 2 -1
;d) | -1 2 -1
0 00O

Correction de I'’exercice 14 - Affinités et dilatations
a) f,(y +2) =y+Az: F est fixe et G est dilaté d'un facteur A. f; =p, f; =id, f_, = 2p—id
(la symétrie).
b) f, ofp(y+z) =f,(y+p2) =y+Apuz =pr(y+z). PourA #0:f, < f, ,, =f; =id dans les
deux sens, donc f; ' = fi/2
c)Sury€eF:f,(y)=y et(1-(1+A)+A)y=0.Surz€G:f,(2) =2z et
(A2 — (1 +2A)A + A)z = 0. Par linéarité, la relation est vraie sur Fe G = E :
(fy—id) o (f, —2id) =0
d)e;—ejet(l,1)~(2,2). Ore; =(1,1) — ey, donc f,(ez) = (2,2) — (1, 0) = (1, 2). Matrice :

— <(1) ;> Controle : f,(1,1) = (1 +1,2) = (2, 2).

, 11
Réponse. fy(y+2) =y +2z;f,°f, =pr,f;1 =f1,2:d) <0 2>-

Correction de I’exercice 15 - Synthese : la symétrie P(X) donne P(1 - X)

a) s est linéaire (composition a droite par 1 — X) et s(s(P)) = P(1 — (1 — X)) = P.
b)s(1)=1,sX)=1-X,s(X*)=1-2X+X":
11 1 100
S=(0-1-2), S*=(010
00 1 001
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— (par exemple, la troisiéme colonne de S 2 est
S@, -2, 1)T =1-2+1,2-2,1)=1(0,0,1)).

c)l-X- % = —(X— %) : s change Yen =Y. Donc s(1) =1, s(Y) = =Y, s(YZ) =Y
— ker(s — id) = Vect(1, Y?) = Vect(1, (X — 1)), de dimension 2 ;

— ker (s +id) = Vect(Y) = Vect(X - 1). Controle : trS=1-1+1=1=2-1,
d)p= % soit p(P) = PX) + P =X) +123(1 —X)

2 2 2
— p(x*H =X+1 _22X+X = X2 —X+% = (X— %) + % bien dans Vect(1, Y?). Et
X? - p(x*) =X - 1 eker(s +id).

11 1

Réponse. S=| 0 -1 -2 |; ker(s—id) = Vect(1, (X — %)2), ker(s + id) = Vect(X — %) :
00 1

p(X*) =X -X+ 3.
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