Chapitre 2 - Calcul algébrique 1

Plaquette 3 - Coefficients binomiaux et formule du binbme

Calcul algébrique — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Symétrie et Pascal : (n) = ( n ) (n) +( n ) = (n+ 1) ; capitaine :
k n—k k k+1 k+1
<o) =n(io1)
k k—-1/"
— Binéme : (a +b)" = ZZ -0 (Z)akb"_k si ab = ba (nombres, matrices qui
commutent).
— Valeurs particulieres : x = 1 donne 2(Z> =2":;x = —1 donne E(—l)k(2> =0 (

n=1); x =isépare les indices selon leur reste modulo 4.
— Multinéme : le coefficient de aPb%"dans (a+b +c¢)" (p+q+r=n) est

(o)~
p.q.r plq!r!

— Nombre premier p: p | (Z) pour 0 < k < p.

- J

Correction de I'exercice 1 - Sommes lacunaires par les racines de 1'unité

a)2"+0= 22k<2nk> . chaque somme vaut 2"~ *

b) Pour w € {1,i,—1, —i}, >, w* =4 si4 |k, 0 sinon. Donc
2( ) %E 1+ w)"
K w

—et(1-0)"=(1+1)" d’ou 2Re(1 +i)".
o) (1+1%=2i, (1+1)%=@2i)*=16. Somme % =72 ; directement 1 + 70 +1 = 72 v

%(2”+(1+1)”+0+(1—z‘)”)

d)1+i=/2e"*% donc Re(l +i)" = 2"/2005”4—17.

Réponse.E(znk>=2"_1;2<4nk> (2 + 2"/ 2+ cos I X);n=28:72,

Correction de I’exercice 2 - Une somme de Vandermonde pondérée

a) Coefficient de x" dans (1 +x)"(1 + )" = (1 + x)>", avec ( n ) - (”)

n—=k k
b) k(n> = n(n - 1), donc
k k-1
S =2 (GG ) =)
k k k k k-1 n—k n—1
— (Vandermonde : coefficient de x"~ ! dans (1 + x)" ™ }(1 +x)".)
C) (Z)( n ) compte les comités de n personnes a k femmes ; le facteur k choisit une

n—k
présidente parmi elles. Autrement : choisir d’abord la présidente (n fagons), puis les n — 1
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Chapitre 2 - Calcul algébrique 2

autres membres parmi les 2n — 1 personnes restantes.

9

2
d)n=5:§,k(2) =25+200+300+100+5=630,et5<4

>=5x126=630/

2
Réponse. Ek(Z) = n<2nn _11> ; 630 pourn = 5.

Correction de I'exercice 3 - Binome modulo un nombre premier
a)p| k(Z) ; comme 1 < k < p, p est premier avec k : par Gauss, p | (Z)

b) Dans le bindme, tous les termes 1 < k < p — 1 sont multiples de p :
(a+ b)? = aP? + b” [p]
c)0P=0v;siaP=gq,alors (a+1)’=aP+1=a+ 1 [p] parb).

d) (Z) .7,21,35, 35,21, 7, tous multiples de 7 v Pour 6 : <g> = 15 n’est pas divisible par
. (6
6 = 20).
(ni (3) )

Réponse. p | (p

(§)-m

Correction de l'exercice 4 - Le plus grand coefficient binomial

) par Gauss ; (a + b)? = a? + b” ; Fermat a” = a [p] ; faux pour 6 (

a) n! kin=K)! _n-k
(k+1DI(n—k-1)! n! k+1°
b Z;’f >1ek< ”2;1 : les coefficients croissent strictement tant que k < 5 1 puis

décroissent ; le maximum est atteint en k = l%J (et [%]).

C) <2nn> est le plus grand des 2n + 1 coefficients de la ligne 2n, dont la somme est 4" :

2n
2n 2n n
2n+1 < >2 ( )= 4
@n+1)( 7 120 .
10
d) (?8) = 184756 ; %—1 ~ 49932 et 4'° = 1048576 : 'encadrement est large (la vraie
. — 4" _

taille est = Vi 187 000).

4 n—=k . ; ny. 4" 2n n
Reponse. Rapport K1 maximum en [2J T < n > =4

Correction de l’exercice 5 - Partie entiere de (2 + v3)™n

a) x, = Ek (Z)Z”_k<(\/§)k + (—B)k> : les k impairs s’annulent, les k pairs donnent

2(2)2" ~k3k/2 entier pair.

b)0<2-/3 =0,268<1.
A)R2+3)"=x,—2-V3)"€lx,—1,x,[:
12+V3)"=x,-1, {2+V3)"}=1-2-V3)"-1

d) x; =4, x, = (74+4/3) + (7 —4/3) = 14, x5 = 52 (récurrence X, .1 = 4X, — Xn—1).
151,98 =51=52—-1 v
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Chapitre 2 - Calcul algébrique

Réponse. x, entier pair; [(2 +V3)"| = x, — 1 ; X1, X2, X3 = 4, 14, 52.
Correction de I’exercice 6 - Binome matriciel

001
ayN’=(00 0| N=o.
000

b) I3 commute avec toute matrice : (I + N)" = E(Z)Nk et la somme s’arréte a k = 2.

c)
1 n nn—1)
A”=I+nN+<n>N2= 01 n ’
2
001
121 1 -11
d)A*={0 1 2| (formule : 231 -1:B=({01 -1] etAB=1I;
001 00 1
(calcul direct, ou (I + N)(I — N+N)—I+N =1 v
1 n n(n—l)
Réponse. A <O 1 , valable aussi pour n = —1.
00

Correction de I'exercice 7 - Différences finies et sommes alternées
a)Sy=(1-1)"=0.S, = 2(—1)’%(2 - 1) =-n(1-1)""'=0pourn=2.

b) Soit D = x4 : D/(x¥) = K'x¥, donc S; = D/[ (1 = )" ](1). Or D[ (1 —x)"] est une
combinaison de termes x™(1 — x)" " " avec m < Jj; pourj < n, chaque terme contient un
facteur (1 — x), nulenx = 1.

¢) Pourj = n, seul le terme m = n survit : D"[(1 — x)"] contient (—1)"n!x", d’ou
S,=(-1"n!

d)n=4:parexemple S, =0-44+6%x4—-4%x9+16=0, et
S4=—4+6><16—4><81+256=24=(—1)44! v

Réponse. 2( 1) ( ) = (0 pourj <n, et (— H" n! pourj = n.

Correction de l'exercice 8 - Extraire un coefficient

a) X% aveca+2b=5,a<3,b=<4:(a,b)=(1,2)ou(3,1):

() G)(E)-rova-2

b) Terme général( ) xkx=O -k = (2)x2k‘9 :2k—9=3donne k =6 : (2) = 84.

C) (i)(Zx)k(—x‘z)6 :exposant k —2(6—k)=3k—-12=0,k =4

(2) x 2% % (=1)% = 15 x 16 = 240.

d) (Z)xz"x‘("‘k) : exposant 3k — n = 0 possible si et seulement si 3 | n.
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Chapitre 2 - Calcul algébrique 4

Réponse. a) 22 ; b) 84 ; c) 240 ; d) n multiple de 3.

Correction de l'exercice 9 - Coefficients multinomiaux

a)(a+(b+c)" = 2p<g>ap(b +¢)" 7P puis (b+¢c)" P = Eq<n q p>chn-p—q :

<I’;><n;p> - p!(nni p)! ' (anrl!))! = p!rcllll r!

6! _ 720 _
b) 21113! _1—_60'

c) Autant que de triplets (p, g, r) de somme n : <n ; 2> (étoiles et barres) ; par exemple
10 pour n = 3.

d) C’est le nombre de mots de 6 lettres contenant deux a, un b et trois ¢ (anagrammes de
aabccc) : 60.

Réponse. Coefficient 60 pour a’bc? ; <n ; 2> termes.

lqlrl ;
Correction de I'exercice 10 - Une identité de sous-ensembles emboités

a) n! . k! _ n! . (n—=j)!
Kin—k)! jltk=)! _ jin—)! (k=)' n—-k)!
puis B C A (j éléments), ou choisir B puis compléter A par k —j éléments parmi les n —j

£0)62)-)202)- ()

b)
c) On choisit B ((7) facons), puis A \ B est une partie quelconque des n —j autres

v Combinatoirement : choisir A (k éléments)

éléments (2" 7 fagons).

d) (2) x 23 =10 x 8 = 80 v (calcul direct : 10 + 30 + 30 + 10 = 80).

s ()(3)= ()(20) 3. (0))- (G

Correction de l'exercice 11 - Somme alternée avec 1/(k+1)

a) Voir la formule du capitaine appliquéean+1: (k + 1)(” I 1) =(n+ 1)(2).

b S (0) - S (") - e

k+1

1
o [,(1-x)"dx= — Jlr o et, en développant,

S (pee -3 EE()

d)n=6:1—3+5—5+3—1+%=

(calcul exact en fractions) v

g~

k
Réponse. >, (k_i)l (Z) = i 7 (bindme ou intégrale de (1 — x)").
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Chapitre 2 - Calcul algébrique

Correction de l'exercice 12 - Pascal modulo 2

a) (1 +x)%=1+2x+x%=1+x?; par récurrence,
m+1 m 2 m
(1 +x)° =<(1+x)2> =(1+x2)2 =1+

m+1

b) 1+, xX=1+2(.)+x"=1+x2"=(1+x? = (1 +x1+x* ~!; on peut
simplifier par 1 + x (division euclidienne des polynémes modulo 2).

c) Les coefficients de (1 + x)zm_ ! sont donc tous congrusal :
<2mk‘1> =1[2] O=sk=2"-1)
— m =4 :la ligne 15 du triangle ne contient que des nombres impairs (
1,15,105,455,1365,...) v
d) Par a), les coefficients de xX, 0 < k < 2™, dans (1 + x)2m sont pairs.
Réponse. (1 + x)2m =1+x2 [2];les <2mk_ 1) sont tous impairs, les <2km> (0<k<2™

pairs.

Correction de I'exercice 13 - Somme binomiale trigonométrique

3 (7)EM 1 =1 +en
b) 1+ eix — eix/2(e—ix/2 + eix/Z) — 2005§ei"/2.
c)

. n .
(1+e™"= (2 cos %) ginx/2

— Partie réelle : la formule annoncée ; partie imaginaire :

> (Z) sin (kx) = (2 cos %)nsin %

d) (2cos 0,35)6005 2,1 = (1,8787)6 X (—0,5048) = 43,98 x (—0,5048) = —22,20, et la
somme directe donne —22,2007 v

Réponse. >, (Z) coskx = (2 cos %)ncos nx, (Z) sinkx = (2 cos %)"Sin .

Correction de I’exercice 14 - Sommes alternées partielles
a) Pascal : (n) = (n B 1) + (n B 1), donc (—1)k(n> = (—1)k(n - 1) - (—1)k_1<n B 1) :
k k k-1 k k k-1
la somme télescope.
N ~1
(5)- (")
kZO k m
b) 1—7+21—35=—20=—(6) v

3

c)m=n: (—1)"<n;1> = 0, on retrouve 2(—1)%:) = 0.

d) Le signe est (—1)™ et la valeur absolue <n ;1 1 > au plus le plus grand coefficient de la

ligne n — 1 (exercice 4).
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Chapitre 2 - Calcul algébrique 6

, k/ n n—1
Réponse. >, _ (—1) (k)=(—1)m< - >;n=7,m=3:—20.

Correction de I'’exercice 15 - Synthese : encadrer (1 + 1/n)"n

n\1 _nn—-1-(n-k+1) _ 117k~ 1n—j
2) (k)ﬁ_ k! nk = ll- o=

b) Chaque facteur 1 — Jﬁ croit avec n, et u,,; a un terme de plus (positif) : u, = u, .. Les

; 1 1
produits sont < 1, et pourk = 1, 77 =< T
S S 1
U, = FSI"‘ k=1 =3
k=0"" k=12

— (inégalité stricte car % < %).

©) tigo = 1+ 1+ 5 45 + ¢+ 92298 =24+0,495 + 0,1617 = 2,6567.

d) 2,6567 < up9 = 2,7048 < e = 2,7183 : la suite croissante majorée converge (vers e),

lentement (écart = 2en ~ 0,01306).

Réponse. u, croissante, u, < 3 ; ujg9p = 2,6567 ; ujgo = 2,7048 < e.
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