Chapitre 2 - Calcul algébrique 1

Plaquette 4 - Inégalités : techniques et applications
Calcul algébrique — Prépa MPSI / MP2l (1 année)

Corrections détaillées

Boite a outils

Carrés : a2+ b’ = 2ab, avec égalité si et seulement si a = b.

2
— Moyennes (a,b > 0) : 240 < [ab < 94D < ’02'51) .

a+b —

(Zo0) =(32)(3)

— avec égalité si et seulement si les suites (ay) et (by) sont proportionnelles.

— Inégalités de convexité : e*=1+x;In(l1 +x) = x (x> —1) ; sinx = x (x = 0).

— Triangulaire : ||a| — |b|| = |a £ b| = |a| + |b|.

NG J

— Cauchy-Schwarz :

Correction de I'’exercice 1 - Inégalités par des carrés
a) 2(a®+b*+c2—ab—bc—ca) = (@a—b)*+ (b—0c)*+ (c —a)* = 0, égalité si et seulement
sia=b=c.

b) (x +y)(% + %) =2+ % + % et ¢) donne = 4 (égalité pour x = y).

2 2 2
X ¥y _ Xty -2xy _ (x—-y)
C)y+7_2_ Xy - Xy = 0.

d) (a+b+c)*=a>+b*+c?+2(ab + bc + ca) = 3(a% + b + ¢?) par a) :

(a+b+0c)* =3 +b*+¢?
— (égalité pour a = b = c; c’est aussi Cauchy-Schwarz avec (1, 1, 1)).
Réponse. Tout se rameéne a »,(a — b)?> =0 ; égalités poura=b =c, x = y.

Correction de l’exercice 2 - Démontrer Cauchy-Schwarz

a) P(t) = (2 a,%)tz +2 (Eakbk)t + > bz, somme de carrés : P(t) = 0 pour tout t, et le
coefficient de t? est > 0.

b) Un trinome positif a un discriminant < 0 :
2
4<2akbk) —4>a} Dbl <0

c) Egalité = discriminant nul = P a une racine t, = axto + bx = 0 pour tout k : les suites
sont proportionnelles.

2
d) Avec Jay et ﬁ :n?= (Em ﬁ) < EakEalk (égalité si tous les a, sont égaux).

Réponse. Discriminant de > (ayt + bk)2 ; égalité si proportionnelles ; Ealk =2

da;
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Chapitre 2 - Calcul algébrique 2

Correction de l’exercice 3 - Les quatre moyennes

1 _1/1,1 1.1 _1 ’a7
b)ﬁ—j(ﬁ"‘g)? @ % = g Para), douH =G.

2 2 _ 2 2
C)Q2—A2=2a +2b4 (@a+b)” _ (a 4b) > 0.

H=G=A=Q (égalités=a =Db)

dH=16,G=2,A=2,5 Q=2,92 v Un trajet aller a 1 km/min et retour a 4 km/min sur

la méme distance d dure d + % : vitesse moyenne 5(;217 = 1,6 km/min = H (et non A).

Réponse. H=G=A=Q;pour(1,4):1,6<2=<2,5=<2,92.

Correction de l’exercice 4 - Inégalités de convexité usuelles

a) f(x) = e*—1, négative sur R_, positive sur R, : minimum f(0) = 0.
b) Avec x—>In(l +x)dansa):1+x=1+In(1+ x).
c) gx)=x—-sinx:g =1-cosx =0, g(0) =0, donc g = 0 sur R,. Puis

h(x) =cosx—1+ XTZ :h'(x) =x—sinx = 0 pour x = 0, h(0) = 0, et h est paire.

d) nln(l +%> < 1 par b). Et b) appliqué a x = —
(n+Dn(1+%)=1:

1
n+1

; n _ 1 .
.lnn+1 < n+1,501t

n n+1
(1+%) ses(1+%>

, . 2
Réponse. e*=1+x,In(1 +x) = x,sinx=x,cosx=1— XT ; encadrement de e.

Correction de I’exercice 5 - Encadrer n!
aynl=[[k=<[[n=n";n=1x[[,_,k=2"""

b)kin+1-k)—n=(k—-1)(n-k) = 0. En écrivant (n!)2 = szlk(n + 1 — k) (on associe k
etn+1—-Kk):

=[] kn+1-k) =n"
k=1

s . n
c) Le terme k = n de la série de e" est % < e

10
10" =10° <101 v ; (L) = 4,54x10° =3,63 x 10° v ; 10! = 10'° v (la formule de

Stirling donne n! ~ /2mn (%)n).

n/2

Réponse. n"'“=n! =n"etn! = (%)" ; controle n = 10.

Correction de l’exercice 6 - Inégalité de Tchebychev (réarrangement)

a) a; —a; et b; — b ont le méme signe (suites de méme sens) : chaque produit est = 0.
b) En développant : Ei,j(a,-b,- +ab; — ab; — ajby) = 2nY,axbx — 2 >,a; >,b;j = 0, d’out

3am=(30)(30)

c) Les produits deviennent < 0 : I'inégalité s’inverse.
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Chapitre 2 - Calcul algébrique 3

d) ay = k, by, = k” croissantes : > k> = LS k> k* Pourn=3:36 = % X6x14=28v
Réponse. Suites de méme sens : n D, aybx = D,ax by ; n=3: 36 = 28.

Correction de I’exercice 7 - Majorer une série par télescopage

a) k> = k(k —1) > 0.

b) 2;;1# =1+ (-1 =1+1-1%

c) (S,) est croissante et majorée par 2 : elle converge vers £ < 2 ; pard), £ = % (en fait
=1 = 1,645).

n
1__1 -3__1
S”ZHE(k k+1) 2 T n+1

— n=3:%—%=1,25553z1,361s2—%z1,667/
Réponse. 3 — 1<% 1 <2_1;limitedans[3,2].

k

Correction de I'exercice 8 - Encadrer la série harmonique
k+1 _ 1V <1 o k  _— _ __1 1
a) In X 1n(1+k>sket lnk_‘_1 ln(l k+1>2k+1‘

b) On somme la majorationde k=1an:In(n+ 1) = H,. On somme la minoration de
k=1lan—-1:H,—1<Inn.

C) Inn+1) _ 4 et 1+Inn _, 1.
Inn Inn ’

H,~Inn

—n=10:2,398 = Hyy = 2,929 = 3,303 v

d)un+1_un=n}_1 n-rtl

minorée : convergente.

—In <Opara);etu,=In(n+1)—Inn > 0 par b). Décroissante

Réponse.In(n+1)<H,<1+Inn;H,~Inn;H,—1Inn- y.

Correction de l’exercice 9 - Optimiser avec I'inégalité
arithmeético-géométrique

a) Cotés x, y, xy =A : x+y = 2/Xy = 2/A, égalité pour x = y : le carré (périmétre 4/A).

b) Arétes a, b, ¢, abc = V. Aire 2(ab + bc + ca) = 2 x 3J(ab)(bc)(ca) = 6 V2, égalité pour
ab =bc =ca, soita=b =c.

Xypx4 4 >39x.X. 4 _ 3 4qalité X =4 soitx=2:

c)2+2+X223m 3,egahtepour2 xZ'SOItX 2 .
min<x+%>=3 atteint en x = 2
X>O X

d)fix)=1- 8 nulenx= 2, négatif avant, positif apres ; f(2) =2+1=3 v

x3’

Réponse. Carré ; cube ; min (x + %) =3 enx=2.
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Chapitre 2 - Calcul algébrique 4

Correction de l’exercice 10 - Produit de facteurs (1 + a_k)

a)n=1:égalité. SiP,=1+S,, alors
Pn+1 =Pn(1 "'an+1)2(1 +Sn)(1 +an+1)= 1"'Sn+1'|'Snan+1 = 1"'Sn+1-

b) 1 + a; = e% (exercice 4), produit de nombres positifs :

n
[T Q+a)=ent+a
k=1

C) 2% < 2 (exercice 7), donc le produit est = e? = 7,39 ; croissant et majoré, il converge
(sa limite est % ~ 3,68).

d) Hk% =n+ 1 - +o, cohérent avec a) et H,, - +x.

Réponse. 1 + D a, < [[(1 +a) = e2%; [[(1 +#) =e;[Ja+H=n+1.

Correction de I'exercice 11 - Inéquations avec valeurs absolues

a)x=1:4-2x=4,x=20.1=sx=3:2=<4toyjours.x=3:2x—4 <4, x < 4. Solution
[0, 4].

b) Deux membres positifs : on compare les carrés,
2x -1 <(x+2)’=3x2-8x-3<0=Bx+1)(x—3)<0:

]

c) |la| = |[(a—Db) + b| = |a— b| + |b|, et de méme en échangeant : £(|a| — |b|) < |a — b]|.
Egalité si et seulement si a et b ont le méme signe (au sens large), c’est-a-dire ab = 0.

d) [a—b| = |(a—x)+(x—b)|<|x—a|+|x—b| égalité si a — x et x — b ont le méme
signe, c’est-a-dire x entre a et b.

Réponse. a) [0,4]; b) ] — % 3[ ; ¢) égalité si ab = 0 ; d) égalité pour x entre a et b.

Correction de I’'exercice 12 - Somme des racines carrées

a) g(t) = 312, git)= %ﬁ croissante. Sur [k — 1,k] : g(k) — gk —1) = %\/F; sur [k, k+1]:
gk +1) = g(k) = 3k
b) On somme de k = 1 a n (télescopage) :

%n3/255n ((n+1)3/2 )

c) Les deux bornes sont équivalentes a %ns/z (car (n + 1)>'% ~ n3/2),

d) x 1000 = 666,67 < 671,46 < 2(1015,04 — 1) = 676,03 v

Réponse. %n3/255,153((n+1)3/2 1); S, 2 n3/2,

Correction de I’exercice 13 - Inégalité de Nesbitt

a)s_a=5‘s(f;a)=sf — 1 ; en sommant, 525_0—3.
9 -9
b)zs—a—E(s_a)_Z_

c)
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Chapitre 2 - Calcul algébrique 5

a 9 _L,_3
2b+c>s 2s 3 2

— Egalité quands—a=s—-b=s—c, soita=b = c.

d Ll +4+§_02+05+1_17>15/

Réponse. > - =szs_a—327;égalitépoura=b=c.

Correction de l’exercice 14 - Une inégalité sur les sommes et les carrés

a) > (x} —2mx, + m?) = D> x¢ —2m-nm + nm? = > x} — nm?.

2
b) Le membre de gauche de a) est = 0 : D, xf = nm? = %(Exk) )

c) Chaque terme est majoré par la somme de tous (termes positifs) :

(x; —m)° E(Xk m)”

k=1

d) Ecart type o =2 : E(Xk - m)2 = no? = 4n, donc |x; — 12| = 2/n pour toute note (borne
atteignable seulement pour une répartition tres déséquilibrée).

Réponse. > (xj — =>xt—-nm?=0; |x;,—m| < oym.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : I'inégalité arithmético-géométrique
générale

a)1+t— k>, doncln %—
Xk nA _ . _ ; ka
b) En sommant, Zlnx <I8-n=0, =

n 1/n n
(ka> S%Exk
k=1 k=1

c) Egalité si et seulement si chaque In(1 +t) = ¢, soit t = 0 : tous les x; égaux a A.

d)Avecxk=1+%:A=1+%etka=n+1.Pourn=3:

G=4"%~1587 sA=1+Mz1,611 v

Réponse. ln% — 1 sommé donne G < A ; égalité si tous égaux ; (n + DY <1+ %

A

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



