Chapitre 2 - Calcul algébrique 1

Plaquette 1 - Sommes, produits, binome et inégalités

Calcul algébrique — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Formules du cours.

— Sommes usuelles :

n n n 2
Kk = nn+1) K2 = nn+1)2n+1) K3 = nn+1)
2k="57 2 6 2= (")

k=1 2 = 2

— Somme géométrique : pour q = 1, E: =0 q“ = %
— Télescopage : Ezz L@xs1—aW) = an+1—as.

— Binome de Newton : pour a, b qui commutent,
n

@a+b)"= > (Z)akb"_k

k=0
— Coefficients binomiaux : n) = ’77!, avec (n) = ( n ) et la relation de
k kl(n —k)! k n—k

Pascal (n) + ( n ) = (n+ 1).
k k+1 k+1
-1 -

— Factorisation : a" - b" = (a - b)z;1 _o,a'p”" 1=k
atb

2

— Changement d’indice : on pose j = k + p et ’on ajuste les bornes, sans oublier

de réécrire le terme général.

AN J

— Inégalité arithmético-géométrique (deux termes) : Jab < poura, b = 0.

Correction de I'exercice 1 - Sommes usuelles

a) 29521 - 210,

p) 10 % 161 x21 _ 23610 _ 385,

c) On utilise la linéarité de la somme :

n n n
S k+3)=2 D k+3 > 1=2x10+D 45, n24gp
K=1 K=1 K=1 2

— Controlepourn=3:5+7+9=21et9+ 12 =21. Correct.
— Piege : 2: _,;1=n(etnon 1): on compte les termes.

Réponse. a) 210 - b) 385 - ¢) n? + 4n.
Correction de I’exercice 2 - Somme géométrique

a) Formule du cours avec g =2 :

L n+1
2 2k=%=2n+l_1
k=0

b) On se ramene a une somme partant de 0 en factorisant :
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Chapitre 2 - Calcul algébrique 2

— 2;02 ,3"= 332j7= , 3’ (changement d’indice j = k — 3).

8
_ =27><32—_1=27><6562#=27x3280=88560.

n 10 _x 3!
— Contrdle: >, _,3" =
Cohérent.
Réponse. a) 2" "1 -1 - b) 88560.

1

2_1 =388573et1+3+9=13,0r88573 -13 =88560.

Correction de I’exercice 3 - Changement d’indice

On posej=k —1: quand k varie de 2 an+ 1, j varie de 1 a n.

n+1 n
(k—1)2= 2 _ nn+1)2n+1)
kgz j21J 6

— Meéthode : on modifie simultanément le terme général et les bornes. Une erreur sur
les bornes est I’erreur la plus fréquente.
3x4x7

— Controle pour n = 3 :agauche 1 +4 + 9 = 14 ; a droite 6 = 14. Correct.
Réponse. E;: 1j2 _nn+ 1)6(2n + 1).
Correction de l'’exercice 4 - Télescopage
On décompose d’abord le terme général en éléments simples.
1 1 s . (k+1)—k _ 1
R+ 1)~k k1 verfication: Srm=r= = gy
— La somme devient télescopique :
i(l_ L y=1__1 - n
i\k o k+1 1 n+1 n+1
_ 5 _3.1,1,1 _6+2+1_9 _3 . n _3
Controéle pourn =3 : 5 + 6 + 15 15 17 =1 et ] 1 Correct.
— Signature d’un télescopage : un terme général qui s’écrit a; — ax . 1.
A n
Reponse. 1

Correction de I'exercice 5 - Coefficients binomiaux

_(7)_ 70 _7X6xX5 _ 35

3) 3!4! 6

_ <10>=10x9=45
2 2 )

—< n >=<n>=n(par symétrie).
n-—1 1

— Relation de Pascal : <g> =10et (g) = 10, donc la somme vaut 20.

— Or (g) = w = 20. La relation est vérifiée.

Réponse. 35 ; 45 ; n; et 10 + 10 = 20 = (g)
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Chapitre 2 - Calcul algébrique

Correction de l’exercice 6 - Binome de Newton

Formule du cours : (a + b)" = EZ= o (Z)akb”_k, iciaveca=x,b=2,n=4.

— Coefficients de la ligne 4 du triangle de Pascal : 1, 4, 6, 4, 1.
X+2) ' =x*+4x3x2+6x2x4+4xx8+16

— Soit (x + 2)* = x* + 8x3 + 24x% + 32x + 16.

— Controle pour x =1 : 3*=81let1+8+24+32+16=81. Correct.

Réponse. x* + 8x3 + 24x? + 32x + 16.

Correction de I'exercice 7 - Somme des coefficients binomiaux

a) On applique le binéme a (1 +1)" :
n n
2 (n)= E (n)lkln—k=(1+1)n=2n
K=o \k K=o \K

— Interprétation combinatoire : c’est le nombre total de parties d’un ensemble a n
éléments.

b) On applique le binéme a (1 — 1)" :
_ 2:=0(—1)"(2) —(1-1)"=0"=0pourn=1.

— Interprétation : il y a autant de parties de cardinal pair que de cardinal impair.
— Controle pourn=3:1-3+3 -1 = 0. Correct.

Réponse. a) 2" - b) 0 (pour n = 1).
Correction de l'exercice 8 - Factorisation de a”n — b™n

a) Formule du cours avecn =3 :
a®—b® = (a - b)(@® + ab + b?)
b) Pourn=6etd =3:0n poseA = 23 = 8, de sorte que 20 =42
— 20 1=A-1=A-1)A+1)=7%x9=63.
— Le facteur A — 1 = 2% — 1 = 7 divise donc bien 63.
— Principe général : sin =dm, alors 2" — 1 = <2d>m — 1 est divisible par 291 d’apres
la factorisation de A™ — 1.

Réponse. a) (a — b)(a®>+ab +b?) -b) 2° =1 =63 = 7 x 9, divisible par 2° -1 = 7.
Correction de I'exercice 9 - Somme double

On calcule d’abord la somme intérieure (a i fixé).

- E;L=1(i+j)=4i+2f=1j=4i+10.

— Puis la somme extérieure :

3
D (4i+10)=4x3%243x10=24+30=54
i=1

— Controle direct : les douze termes sont 2,3,4,5; 3,4,5,6 ; 4,5,6,7, de sommes
14 + 18 + 22 = 54. Correct.
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Chapitre 2 - Calcul algébrique

— Meéthode : dans une somme double, on traite I’indice intérieur en considérant l’autre
comme une constante.

Réponse. 54.

Correction de I'exercice 10 - Produits

a) [T, _ k = 5! = 120.
b) Le produit est télescopique :

n
k=1_1432y33y...xn=-1_1
H——2x3><4>< X =

— Justification : chaque numérateur se simplifie avec le dénominateur du facteur
précédent ; il ne reste que le premier numérateur (1) et le dernier dénominateur (n).
1 X 2 X 3= l. Correct.

— Controle pourn =4 > X3X =4

Réponse. a) 120 - b) %
Correction de I’exercice 11 - Inégalité arithmético-géométrique

2
a) On part de l'identité (JE —-Jb ) = 0 (un carré est positif).

— En développant : a —2/ab + b = 0, donc 2/ab <a+ b, d’ouJab < a-;b_

— L’égalité a lieu si et seulement siva = /b, c’est-a-dire a = b.

b) On applique l'inégalité avec a = x et b = % (tous deux positifs) :
1

1 _ Xt x 1
— xxY—ls 5 ,doncx+722.
— L’égalité n’a lieu que pour x = % soit x = 1.

Réponse. a) issue de (Va —\/3)2 =0-b)x+ % = 2, avec égalité en x = 1.
Correction de l’exercice 12 - Inégalité de Bernoulli

Initialisation (n =0) : (1 + x)O =1et1+0=1:1inégalité est vraie (avec égalité).
Hérédité : supposons (1 +x)" = 1 + nx pour un n donné.

— Comme x = —1, le facteur 1 + x est positif ou nul : on peut multiplier 1'inégalité par
1 + x sans changer son sens.

A+x)" " ' 21+ +x) =1+ {1+ 1)x + nx2

— Ornx?=0,donc (1 +x)" " '=1+mn+1)x
Conclusion : I'inégalité est vraie pour tout n € N.

— Point clé de rédaction : I'hypothése x = —1 sert exactement a garantir la positivité
de 1 + x lors de la multiplication.

n+1

Réponse. Récurrence : (1 + x) =1++Dx+n?=1+0n+1x.

Correction de l’exercice 13 - Sommes doubles triangulaires

a) A j fixé, 2{=1i=j(j;r1),puis
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Chapitre 2 - Calcul algébrique 5

_1 . n(n+1)(2n+1) nn+1)\ _nn+1)(n+2)
‘52 )= ( 6 2 )‘ 6

b) Aifixé, jvariedeian:n—i+ 1 termes égaux a i.

zi(n+1)—2i2 _ I’l(n;—l)2 B n(n+1)é2n+1) — n(n+1)(3n-é—3—2n—1)

c) Le carré d’'une somme contient les carrés et deux fois chaque produit croisé :

2T = nz(n+1)2 _nn+1)(2n+1) nn+1)(n-1)(3n+2)
- 4 6 24 :

dn=3:S=1+1+2)+(1+2+3)=10=3%x4x5 ,.

6
T=1-2+1-3+2- 3—11—%«

nn+ (n+2) . (n— )n(n+ 1)(3n + 2) _ .
— 54 n=3:10et11.

, méme résultat v

,soit T =

Réponse. S =

Correction de I'exercice 14 - Sommes pondérées de coefficients binomiaux

n! n! _ (n—1)! _ n—1
Q) kg —or = =D =Rr =~ k= Ditn -0 "(k _ 1)'

n n—1Y\ _ n-1/n—-1\_ _An-1
b)2k=1n<k—1>_n21=°< j >_n2 '

1 . a1 (n+ 1)
©) 13T Km-BT — n+l T Dim—Tr 7 Ponc

i 1 (n) i n+1 o+l _q
ok +1\k < n+1

— (on retire le terme j = 0 de Ej(n}' 1) =2ntl,

d)n=5:5+20+30+20+5=80=5x2"v;1+3+104+104+14+1-905=-083,
, n -1 n n+1_
Reponse.zk(k>=n2n ;Ekil(k>=%;n=5:80 et 10,5

Correction de I’exercice 15 - Syntheése : somme des cubes

a) - Calcul direct: 1 +8 + 27 + 64 = 100.

2
— Formule : (4 >2< 5) = 10% = 100. Les deux coincident.

b) Pourn=5:
— Somme des cubes: 1 +8+ 27+ 64 + 125 = 225.

— Somme des entiers : 5%6 =15, et 152 = 225.

— L’identité est vérifiée : la somme des n premiers cubes est le carré de la somme des n
premiers entiers.

— Cette identité se démontre par récurrence, en utilisant

(W)z +(n+1)°= ((n + 1)2(n + 2)>2.

Réponse. a) 100 dans les deux cas - b) 225 = 152,
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