Chapitre 2 - Calcul algébrique 1

Plaquette 2 - Sommes et produits : techniques de calcul
Calcul algébrique — Prépa MPSI / MP2l (1 année)

Corrections détaillées

Boite a outils

. I _ I drk+1 _ An+1
Télescopage : X, _  (ax+1— @) = an+1—ap; [ -, "5t = "

— Dérivée d’une somme géomeétrique : pour q # 1,

i kgt 1 = 1-(n+1)q"+nq"*!
= (1-q)°

. n n
— Interversion : >, _, > _;

— Sommes trigonométriques : > cos(kx) = Re D e
moitié : e —1 = 2isin%e‘“/2.

n J . . .
aj=2,;_1>-,4; (domaine 1 <i=<j=n).
ikx puis factorisation par ’angle

— Dé iti alé i o
Décomposition en eélements simples : KK+ — X

2 — 1 _ 1
k(k+1)(k+2)  k(k+1) (k+1(k+2)"

- J

Correction de I’exercice 1 - Somme arithmético-géométrique

n+1

a) S,(q) = % ; en dérivant (quotient) :

n

k-1 —m+Dg"QA-q)+ (1 —-q"*Y) _ 1-(n+1)q"+nqg"*!
D kq*~t= =
i (1-q° 1-q’

b) Directement: 1 +2 X2+ 3 x 4 = 17 ; formule : 1—4><81+3><16 =17 v

), _k2=23,_ k2" '=201-(+1)2"+n2""") =(n-1)2""" +2. Contréle n = 3 :
0+2+8+24=34=2x16+2 v
1

d) q" - 0 et nq" — 0 (croissances comparées) : la limite est o (utilisée pour

I’espérance de la loi géométrique).

_ n n+1
Réponse. EZ= 1qu—1 _1-( -|(-11)_qq)42- nq ; Ekzk =(n-1)2""'+2; limite a _1q)2.

Correction de l’exercice 2 - Télescopage d’ordre 2

(k+2)—k _ 2 ,
kk+D(k+2)  kk+ Dk +2)

a) Au méme dénominateur :

b) Avec a; = la somme vaut %E(ak —di4+1):

1
k(k +1)’

> 1 =1(;_ 1 >=1_ 1
W= k(k+ 1)(k +2) 2\2 (+1)(n+2) 4 2n+1)(n+2)

1__ 1 _1_1_21-1_20_5
©) f " axexT -4 84 8a 84 — 21 7

—_

P _ _ 1 o
"k(k+p)  k(k+p—1) (k+1)-(k+p)’

.1
tx )

t

d) Limite % En général

1 —_1 _
2k21k(k+1)---(k+p) = op (p=2
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Chapitre 2 - Calcul algébrique 2

. 1 _1 1 1
Réponse. Kk+Dk+2) 4 2m+V)n+2) a0 géneéral

p!'
Correction de I'’exercice 3 - Télescopages logarithmiques et produits

— = =%=2.%T 2 ]es deux produits télescopent,

K2 K K
n n
Hk—l k+1_1 n+1_n+1
P k 25 k n 2 2n
b) In ”2";11 - In% =—In2. Controlen=5: ln% ~ —0,511 (calcul direct identique).

c) Le produit vaut [[2k = 2"nl. Et [[, _, 2k — 1) = 1_2[';); (22n) (on compléte la factorielle

par les pairs).
d) (1 -x)(1+x)=1-x% puis (1 =x?)(1 +x3) =1-x% etc. :
n-1 2k 1—x% A -
— Hk= o1 +x7) = Tox Controle numeérique (x = 0,3, n =4) : 1,42857142 des deux
cotés v
Réponse. H(l 1) = ot L. sommedesln——1In2;[[(2k-1) = (2,1’:1)" ;
[T +x¥=1=

2n
x.

Correction de l’exercice 4 - Interversion de sommes
a) Domaine 1 =k =j = n; aj fixé, k prend j valeurs :
n J 1 n 1
220 AT
b) Le nombre de couples (i,j) € [[1, n]] avec min (i,j) = k est 2(n—k) + 1. Donc

Ekk(Zn—2k+ 1) = (2n + 1)n(n2-|- 1) _2n(n+1g2n+1) — n(n+1)éZn+1)'

n 1 _~1 n—j+1 _
C) zk=1EjSkJ_'_ j=1 J —(n+1)Hn—n.

da):4v;Db): % = 30, et la somme des coefficients de la matrice (min (i,j)) de

taille4vaut 1 x 7+2x5+3x3+4%x1=30v
Réponse. a) n ; b) n(n"'l)ézn"'l);c) SHy=(n+1)H, - n.

Correction de l'’exercice 5 - Sommes de puissances par télescopage

a) Le membre de gauche télescope en (n + 1)3 -1:

32k2=(n+1)3— n(n2+ 1) = 2 K2 = n(n+1)(2n+1)
k=1

2 2
b) (n+1)*-1=43k>+63k”+43k +n; en remplagant, 3 k* = T+ 1

1
c)(n+1)p+1—1=(p+1)2kp+ j<P<pj— )Ekj par hypothese, les > k/ (j < p) sont

des polynémes de degré < p, donc D, k" = Zp+ T + (degré < p).
d) 5x6x11x89 — 979 et directement 1 + 16 + 81 + 256 + 625 = 979 v

30

Réponse. Télescopage de (k + 1)P T —k"*!; SkP ~ gp:i S D < 5k4 =979,
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Chapitre 2 - Calcul algébrique 3

Correction de I'exercice 6 - Somme des cosinus

(n+1Dx _
a) C,+iS, =, _,(eM* #( X 2 1),
e
b) el — 1 = e@/2. 2isin g, d’olt
_ - ,Sin (n +21)X
Cn + lSn = elnx/ — i x
sin X
2
— La partie réelle donne la formule annoncée.
o o sini('”'zl)x sin%
c) Partie imaginaire : S, = — .
smi
sinl x cos0,75 _ 0,84147 x 0,73169
d 5025 " 0,24740 ~ 2,48862, et
1+cos0,5+cosl+cosl,5=1+0,87758+ 0,54030 + 0,07074 = 2,48862 v
i sin +21)X cos% sin%sin%
Reéponse. C, = — ,Sp= " .
Sll’lj smj

Correction de I'exercice 7 - Factorielles télescopiques

a) (k+1)! —k! =k!(k+1—1)=k-k!.Té1escopage:z:zlk-k! =(n+1)-1.

1 _ 1 _(k+1)-1
b)F K+D! " (k+ 1)

v Donc

k. _q_-_1
= (k+ 1)! 1 (n+1)!,H+m1

c)k'+(k+1)'+(k+2)'—k'(1+(k+1)+(k+1)(k+2))—k'(k+2) Le terme vaut

— k+1 _ 1 1 1
k'(k+2) k+2T — G+ D!~ K+ (méme calcul qu’en b)). Somme : 1 — [CEWIE
d)1+4+184+96+600=719=6!-1v

Réponse. S k-k! = (n+1)! = 1; 3 qlgr=1- g0 1 - oiboyr

Correction de I’'exercice 8 - Parties entieres

a)Wkl=mem2<k<m+1)?:(m+1)>—m?2=2m+1 entiers.

b) Pourk <n?, mvadelan—-1:

-1

nE m@2m+1)=n=-bn@n-1)  (n—1)n _ (n—-1)n(4n+1)
m=1 3 2 o
c)k=1,..,8:1,1,1,2,2,2,2,2, somme 13 ; formule 2*3x13 — 13 ,

6

d) log,k|=m=2"<k < 2M*1. 2™ entiers. Somme Enm_zlomZm = (n—2)2" + 2 (exercice
1).Controlen=3:k=1..7:0+1+1+4+2+2+4+24+2=10=1%x8+2 v

Réponse. 2m + 1 entiers ; S |Vk] = 1= 1)'16(4” 1. Dllog,kl=(n—2)2" +2.

Correction de I'’exercice 9 - Conjugués et télescopage

a) (Vk+1 —Vk)(k+1 +/k)=(k+1)—k =1.
b) Télescopage : yn+1 —1;pourn=28,J9 —1 = 2.
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Chapitre 2 - Calcul algébrique

_ = 1
o)Vk+1-Jk ESENE et2Jk <Vk+1 +Jk <2Jk + 1.
d) Pour la minoration, on somme ﬁ >20Wk+1—-Vk)delan:>2Wn+1 —1). Pourla
majoration, ﬁ <20k =Jk=1) pour k = 2, et on ajoute le terme k =1 :

\ 1 cr+o2m-1=2m-1
20K

— Les deux bornes sont équivalentes a 2Jm : >, _ % ~2Jn.

Réponse. >, fn+1-1;>, _ n— ~ 2JT.

rw—_

Correction de I’exercice 10 - Une somme d’arctangentes

a) 0 = arctana — arctanb € }—— %[ (différence de deux angles de [ [) et

2’
_a-—-b
tan9_1+ab
b
—dou@—arctan1+b
b) Aveca=k+1,b=k: 1 = 1 v

1+kk+1) KE+k+1

c) Télescopage : arctan(n + 1) — arctan0 = arctan(n + 1) - %
d) arctan?2 — % =~ 1,10715—-10,78540 = 0,32175 et arctan% = 0,32175 v

1 =arctan(n+1) - Z.

Réponse. >, _ parctan = .

Correction de I'exercice 11 - Produits de termes consécutifs

a) k(k+1)(k+2)—(k—1)k(k+1)=k(k+1)-3 v ; télescopage : %n(n +1)(n+2) -
b) Méme identité : k--:«(k+p) - (k—1Dk-(k+p—-1)=(p+ 1)k (k+p—1),dou
nn+1)-(n+p)

D k(k+1)-(k+p—1) =

= p+1
2 1 2 1 1)(2 1
C)Ek :n(n+§(n+ )_n(n2+ ) _ n(n+ én+ ) ,
. k- (k -1 k+p-—-1 n+ ,
d)Ond1v1seb)parp!:%=< Z )et%=<p+?>:ce5t

exactement la crosse de hockey.

Réponse. D k(k+1)-(k+p—1) = w ; équivalent a la crosse de hockey.

Correction de I’exercice 12 - Somme géométrique double

n ) n i_ ,n+1
a) Surid’abord : >;_,(j+ 1)¢. Surj d’abord : Dot —

7 Les deux sont égales.

n+1

b)zl—oq _—qq

_ aqn+1
1 L q < - T 4 g —(n+ Dq"* 1>, qui redonne la formule de 'exercice 1.

_ n+1

c)Equ’ <1 qq > ~ 3 1 )2.Pourlemax:max(i,j)=mpour2m+1couples,
—-q

donc
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Chapitre 2 - Calcul algébrique

> 2m+1)q" = 2q2+11 = 1+q2
m=0 (1_Q) —4q (1—(])

~

d)q=%:4et:{’/2=6.

S

).

Réponse. Interversion sur 0 <i <j < n ; limites a 1 % et a L +q) (4 et 6 pour q =
- q q

N~

Correction de I'exercice 13 - Produits et doubles factorielles

()
a) W, = 1-3---(2n-1) _ (2n)! _ \n '

2:4-2n T (ompn? T 47
b) 2’<— 1 < 2k+ - (car 2k = 1)(2k + 1) = 4k* -1 = 4k%), donc W, = V,, et
n
W= [[2=Lt=-_1_ — wi<w,yv,=1

ko1 2k+1 2n+1 2n+1

NGO

4" \/2n+1
10 1024 2n " o —
d) ( . > = 252 et 1024 ~ 308,7  (en fait < > 4" soit ~ 258 pour n = 5),
4 _[(2n\,-n 12 1 . (2n 4"
Reponse.Wn—<n>4 ,Wns—2n+1,<n>sm.

Correction de l'exercice 14 - Somme de termes en k-x~k complexe

n _ 2im _ . n-1 px_ 1-—2"_
a)zt=eMM=1letz=1:>,_(2=5=%=0.

b) Parties réelle et imaginaire : les deux sommes sont nulles (les racines n-iemes de
I'unité ont pour barycentre O).

_ n-1 n

) 3]kt 1 = L0 g =,
1-w)
-1
nE kw - n—nw- _n(w—l) n
k=0 (1—(1)) (]-_w) w—1

d)n=4,w=i:0+i+2(-1)+3(-i) = -2 - 2i ; formule : -2 =*=1=D =5 _2;

Réponse. > w" =0; > cos = X sin = 0; 3 kw* = T+ (=2 — 2i pour n = 4).

Correction de I’exercice 15 - Synthese : sommes de Riemann exactes

a) anl' nn+1)2n+1) _ n+1)2n+1) —>%=f(1)X2dX.

n3 6 6n?
b) Avec g=¢e'/": L. f’/n_ .Orn(e'/"—1) - 1 (dérivée de exp en 0), donc
1S 1
k/n _ e —
= e = — -1
”g’o n(et/m—1) n-+e
1. 1 _ 1 2n 1 _ o o= _ _ (! dx
C) 7 TTk/n = nyk somme J—n+1J_H2n H,=In2n—-Inn+o0(1)-1n2 = 0T+

_1_2n*4+3n+1-2n*> _3n+1 _ 1
d Ry 3 6n? " 6n? 2n
_(n+1D@2n+1)

62

: erreur d’ ordre +, typique des rectangles.

Réponse. R, = % (erreur ~ 21—n) ;—-e—1;Hy,,—H,-1n2.
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