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Plaquette 4 - Inégalités : techniques et applications
Calcul algébrique — Prépa MPSI / MP2l (1 année)

Exercices

Méthode

Pour démontrer une inégalité, on dispose de quelques leviers : étudier le signe
d’une différence (souvent un carré), étudier une fonction (tangente, convexité),
comparer terme a terme puis sommer, télescoper une majoration, ou appliquer
une inégalité classique (arithmético-géométrique, Cauchy-Schwarz). On précise
toujours les cas d’égalité, qui servent de controdle, et on teste I'inégalité sur un
exemple numérique.

Exercice 1 - Inégalités par des carrés

Soient a, b, c réels et x,y > 0.
a) Montrer que a? + b*+c?=ab + bc + ca et préciser le cas d’égalité.

b) Montrer que (x + y)(% + %) =4,

c) Montrer que § + % = 2.

d) Montrer que (a + b + ¢)* = 3(a® + b* + ¢?).

Exercice 2 - Démontrer Cauchy-Schwarz

Soient a4, ...,a, et by, ..., b, réels, les a, non tous nuls.

Vs
-

a) Montrer que P(t) = EZ _q(axt + bk)2 est un trinome positif.
b) En déduire I'inégalité de Cauchy-Schwarz par le discriminant.

c) Etudier le cas d’égalité.

d) Application : montrer que 2; 1 aik > 2 pour des a > 0.

> ax

Vs
-

Exercice 3 - Les quatre moyennes

. _ 2ab _ _a+b _la®*+b
801enta,b>OetH—a+b,G—\/ab,A— 5 , Q= — -

a) Montrer G < A.

b) Montrer H < G (utiliser % = moyenne arithmétique de % et %).

c) Montrer A = Q.

d) Calculer les quatre moyennes pour a = 1, b = 4, et interpréter H (vitesse moyenne
aller-retour).

-
-

Exercice 4 - Inégalités de convexité usuelles

a) Montrer que e* = 1 + x pour tout réel x (étudier f(x) = e*—1 — x).

b) En déduire que In (1 + x) < x pour x > —1.
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. . 2
c) Montrer que sinx < x pour x = 0, puis 1 — %~ < cos x pour tout x.

7
d) En déduire (1+4) =e= (1+1)"".

- J

Exercice 5 - Encadrer n!

a) Montrer que n! = n" et que n! = 2" 1

b) Montrer que k(n+ 1 — k) = n pour 1 < k < n, et en déduire (n!)2 =n".
k

c) Montrer que n! = (%)n (utiliser e™ = % = ’TII—?)-

d) Vérifier pour n = 10 : 10! = 3628 800.

- J

Exercice 6 - Inégalité de Tchebychev (réarrangement)

Soienta; = - = a,etb; = = b, deux suites de méme sens.
a) Montrer que Eilj(a,- —aj)(b;—b;) = 0.

b) En déduire I'inégalité de Tchebychev : 1> ab; = (%2@) <%2bk>
c) Que devient I'inégalité si les suites sont de sens contraires ?

d) Application : montrer que >, _  k-k*=1 (Xk) (2 k2> et vérifier pour n = 3.

J/

Exercice 7 - Majorer une série par télescopage

1.1 __1
2o kk—=1) k-1

Vs

a) Montrer que - % pour k = 2.

b) En déduire que >, _, # <2-1

4 . . n
c) En deduire que la suite S,, = Ek -1 # converge ; donner un encadrement de sa
limite.

d) Minorer de méme E: _1 # par et vérifier pour n = 3.

1
k(k+1)

J/

Exercice 8 - Encadrer la série harmonique

Soit H, =2:=1

Vs

1

i

a) Montrer que X i 7= In(k+1)—1Ink =< % (utiliser In (1 + x) = x).
b) En déduireIn(n+1)<H,<1 +1nn.

c) En déduire H, ~ Inn et vérifier pour n = 10.

d) Montrer que u,, = H,, — Inn est décroissante et minorée, donc convergente
(constante d’Euler y = 0,577).

-

-

Exercice 9 - Optimiser avec I’'inégalité arithmético-géométrique

a) Parmi les rectangles d’aire A fixée, lequel a le plus petit périmetre ?

b) Parmi les pavés droits de volume V fixé, montrer que le cube minimise 1’aire totale
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xtytz,
—=).

sur ]O, + [ en écrivant x =

(utiliser I'TAG a trois termes Jxyz =

4

¢) Minimiser f(x) = x + 5

d) Vérifier c) par une étude de fonction.

-
G

Exercice 10 - Produit de facteurs (1 + a_k)

7 n n
a) Montrer par récurrence que pour dq,...,d, = 0 : sz 1+a)=1+ Ekz 1 Ak

b) Montrer la majoration [[ (1 + a;) < exp (E ak).
c) En déduire que HZ 1 <1 + #) est majoré, et donner un majorant.

d) Montrer au contraire que H: _1 (1 + %) — 4o (calcul exact).

-
-

Exercice 11 - Inéquations avec valeurs absolues

a) Résoudre |x — 1| + |x — 3| = 4.

b) Résoudre [2x — 1| < |x + 2|.

c) Montrer que ||a| — |b|| = |a — b| et étudier le cas d’égalité.

d) Montrer que |x — a| + |x — b| = |a — b| pour tout x ; pour quels x y a-t-il égalité ?

-
G

Exercice 12 - Somme des racines carrées

Soit S, = >, _ ,Vk.
a) Montrer que %(km — (k- 1)3/2) <k = %((k +1)%2 - k3/2> (inégalité des
accroissements finis appliquée a t ~ t3/2).

b) En déduire %n3/2 <S,=< %((n +1)%% - 1)_

c) En déduire S, ~ %n:”z.

d) Vérifier pour n = 100 (S1o9 = 671,46).

-
-

Exercice 13 - Inégalité de Nesbitt

i a b c 3
Soient a, b, c > 0. Onveutmontrerb+c+ +a +a+b = 5

a) En posant s = a + b + ¢, écrire la somme > <2 et montrer qu’elle vaut
s> 5tq — 3.
b) Appliquer I’exercice 2 d) aux trois nombres s —a, s—b, s —c.

c) Conclure et préciser le cas d’égalité.
d) Vérifier pour (a, b, c) = (1, 2, 3).

-
G

Exercice 14 - Une inégalité sur les sommes et les carrés

Soient x, ..., x, réels, m = 1> x; leur moyenne.
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a) Montrer que > (xx — m)* = S x# — nm?2.
2
b) En déduire (E xk) < n > x#, et retrouver Cauchy-Schwarz avec by = 1.

c) Montrer que maxy |xx — m| < \/2,( (xx — m)>.

d) Application : des notes de moyenne 12 et d’écart type 2 ; montrer qu’aucune note
ne s’écarte de la moyenne de plus de 2/n.

Exercice 15 - Syntheése : I’'inégalité arithmético-géométrique générale

Soient x4, ..., x;, >0, A = %EXR. G= (ka)l/n-

Xk _ 1,

a) En appliquantIn(1 +t) <tat= — 1, montrer que ln% =3

N Xk
at==x

b) Sommer et en déduire G < A.

c) Cas d’égalité.

1/n
d) Application : montrer que HZ -1 (1 + %) =1+ % et vérifier pour n = 3.
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