Chapitre 2 - Calcul algébrique 1

Plaquette 2 - Sommes et produits : techniques de calcul
Calcul algébrique — Prépa MPSI / MP2l (1 année)

Exercices

Méthode

Quatre techniques couvrent 1’essentiel des calculs de sommes : le télescopage
(écrire le terme général comme une différence a; ; ; — ay), la dérivation d’'une somme
géométrique (pour > kq), I'interversion des sommes doubles (en décrivant
précisément le domaine des indices), et le passage aux complexes pour les sommes
trigonométriques. Pour les produits, on passe au logarithme ou on télescope
directement. Chaque formule finale se contréle surn =1, 2, 3.

Exercice 1 - Somme arithmético-géométrique

Soit g # 1 et S,(q) = EL 0

k

a) Dériver S, par rapport a g pour obtenir EZ _1kq"~ ! sous forme close.

b) Vérifier la formule pour n = 3, g = 2.

c) En déduire EZ _o k2%,

k

d) Si |q| < 1, déterminer la limite de EZ=  kq* "' quand n - +.

. J
Exercice 2 - Télescopage d’ordre 2
a) Vérifier que 2 =1 __ 1
k(k+ 1)k +2) k(k+1) (k+1)(k+2)
4113 n 1 -1 _ 1
b) En déduire >, _, kKk+Dk+2) 4 2m+Dn+2)

c) Controler pour n = 5 (valeur %).

d) Donner la limite de la somme quand n — +« et généraliser la méthode a

1
2 k(k+1)-—(k+p)

Exercice 3 - Télescopages logarithmiques et produits

a) Calculer HZ —> <1 - #) en factorisant chaque terme.
b) En déduire EZ _,In <1 — #) et sa limite.

c) Calculer [], _, % x [T, _, (2k — 1) et exprimer [], _, (2k — 1) & l'aide de

factorielles.
d) Calculer HZ _ 1) (1 + xzk) pour x # 1 (multiplier par 1 — x).
. J

Exercice 4 - Interversion de sommes

n n . .
a) Calculer Ek 12 kjl. en intervertissant les sommes.
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b) Calculer 21 <ijs= ,min (i, j) en sommant sur les « couronnes » min (i, j) = k.

c) Montrer que E:z (Hx=Mm+1)H,—nouHy= Ejk= 1Jl~-

d) Controdler a) et b) pour n = 4 (valeurs 4 et 30).

-
-

Exercice 5 - Sommes de puissances par télescopage

a) En sommant (k + 1)3 —k3=3k>+3k+1 pour k = 1 a n, retrouver EL 1 k2.

b) De méme avec (k + 1)4 - k4, retrouver EkB.

c) Montrer que EZ _1 kP est un polyndme en n de degré p + 1 et de coefficient

dominant pi 7 (récurrence forte sur p).
5 ) B
d) Calculer Ek 1 k?* avec la formule 22+ 1@n + ?1)())(3n +3n-1)
- J/

Exercice 6 - Somme des cosinus

Soitx e R\2nZetC, = EZ _oCos(kx), S, = E: _ o Sin (kx).
a) Calculer C, +iS,, comme somme géométrique.

b) Factoriser numérateur et dénominateur par 1’angle moitié et en déduire

sin LEDX 55 nx
Co = 2 2
n sin X
2

c) En déduire I'expression de S,,.

d) Controler numériquement pour n = 3, x = 0,5 (C3 = 2,48862).

-
G

Exercice 7 - Factorielles télescopiques

a) Montrer que k - k! = (k + 1)! — k! et en déduire EZ= (kKL
k -1 1

(k+1)! k! (k+ 1)

c) Calculer 3, _, T & +k1‘)"!%r Gy (simplifier le dénominateur).

b) Montrer que et en déduire EZ -1 ﬁ et sa limite.

d) Controler a) pour n = 5.

-
-

Exercice 8 - Parties entieres

a) Pour m = 1, combien d’entiers k vérifient IWkl=m?

2 _
b) En déduire 2:= 11 Wk | = (n— 1)n6(4n +1)

c) Controler pour n = 3.

d) Calculer de méme Ei =_11 llog, K.

-
-
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Exercice 9 - Conjugués et télescopage

1  _ —
a) Montrer que T Vk+1 - k.

b) En déduire E: =1 ﬁ ; que vaut la somme pourn =8 ?

Jk+1

1 — 1
c) Montrer que TS Jk + Jk < S

d) En déduire I’encadrement 2/n+1 — 2 < EZ 1 Lk <2/n—-1pourn=2, etun

équivalent.

-
G

Exercice 10 - Une somme d’arctangentes

a—>b
1+ab’

= arctan (k + 1) — arctank.

a) Montrer que pour a,b = 0 : arctana — arctanb = arctan

b) En déduire que arctan —L—

k"+k+1

1

n
c) Calculer _ .arctan ——— et sa limite.
2i-0 K2+ k+1

1_

d) Controler pour n = 1 (partir de k = 1 : arctan 3

arctan?2 — %).

-
-

Exercice 11 - Produits de termes consécutifs

a) Montrer que >, _k(k + 1) = w

k(k+1)= %[k(k +1)(k+2)—(k—-1)k(k+1)]

en écrivant

nn+1)-(n+p)

Ve Ve . n
b) Généraliser : >, _ k(k+1)--(k+p—-1) = o+ 1

c) En déduire a nouveau > k* (k* = k(k + 1) — k).

k+p-1 +
d) Relier b) a la crosse de hockey : E: _ 1( g ) = (Z N T)

-
-

Exercice 12 - Somme géométrique double

Soit q € ]0, 1[.

a) Calculer 20 <isj=n ¢ en sommant d’abord sur i, puis en sommant d’abord sur j.

b) En déduire a nouveau E;z oG+ .

c) Calculer 3, _ o J’; 0a et >0 o ;: 0 @) pour n - +o (limites).

1

d) Controler c) pour q = 5

-
-

Exercice 13 - Produits et doubles factorielles

On note W,, = ]_[Z= =

a) Exprimer W, a l’aide de <2nn>'

2k

1Rt T (montrer W, = V,).

b) Montrer que W2<-L1l _en comparant avec V,, = HZ

mT=2n+1
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A 3 2” 4:n
< X
C) En déduire < > TR

d) Vérifier pour n = 5.
g J

Exercice 14 - Somme de termes en k-x~k complexe

Soit 8 € 10, 2m[ et z = .

a) Calculer >, _ (l)zk pour § = 21,
b) En déduire >, _ Ecos 2K o 7~ 1) sin 2KI (n = 2),
c) Calculer 2: ;ékwk ol w = /" 3 ’aide de la formule de I’exercice 1 (avec q = w).

d) Vérifier c) pour n = 4.

& J
Exercice 15 - Synthése : sommes de Riemann exactes

2
a) Calculer exactement R, = %E: . (%) et sa limite ; interpréter comme une

intégrale.
-1 , s
b) Calculer %E: _ Oek/ " (somme géométrique) et montrer qu’elle tend vers e — 1.

c) La somme %EZ -1 lfw n’a pas de forme close simple : montrer qu’elle vaut
H,,— H, et qu’elle tend vers In2 (on admet H,, =Inn + y + o(1)).

d) Donner I'erreur R, — % et commenter ’ordre.

-
-
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