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Plaquette 5 - Problemes de synthéese en calcul algébrique
Calcul algébrique — Prépa MPSI / MP2l (1 année)

Exercices

Méthode

Ces problemes combinent sommes, produits, bindme, complexes et inégalités. La
démarche : reconnaitre la structure (télescopage caché, somme géométrique en e,
coefficient d’un produit de polynomes, racines de 1'unité), mener le calcul avec des
indices soigneusement bornés, puis contréler sur n = 1, 2, 3 ou numériquement. Les
résultats sont souvent élégants : un résultat compliqué doit faire soupgonner une
erreur.

Exercice 1 - La série des k/2"k

Soit sn=22=1§.

a) Utiliser la formule 3, _, kq*~ ! (plaquette 2) avec q = % pour obtenir S, = 2 — ”2*',12.
b) Retrouver le résultat par récurrence.
c) Vérifier pour n = 5.

d) En déduire la limite et interpréter en termes d’espérance (nombre moyen de
lancers pour obtenir pile).

-
-

Exercice 2 - Un télescopage caché

a) Factoriser k*+k?>+1en produit de deux trinomes (penser a (k2 + 1)2 - kz).

b) Montrer que k= l( 1 — 1 >
e vt 2\ —k+1 Krktl

c¢) Remarquer que (k + 1)2 —(k+1)+1= k*+k + 1 et calculer E:z 1 m.
d) Vérifier pour n = 3 et donner la limite.

-
-

Exercice 3 - Formules de Moivre et bindome

a) En développant (cosO + isin 6’)3 par le binome, exprimer cos 36 et sin 30 en
fonction de cos 6 et sin6.

b) Montrer que cos 30 = 4 cos36 — 3 cos 6.
c) Faire de méme pour cos 46 en fonction de cos6.

d) En déduire que cosg est racine de 8x3—6x—1 = 0.

Vs
-

Exercice 4 - Produit des sinus

Soit n = 2 et wy = e?ka/n,

a) Montrer que H::(X—wk) =1+X+-+X""1

b) En déduire [, _; (1 — wy) = n.
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c) Montrer que |1 — wy| = ZSinkT” pourl =sk=n-1.

£ 3o -1 -
d) En deduire H:= 1 skaH =3 n__ et vérifier pour n =3 et n = 6.

n-—1

-
G

Exercice 5 - Somme des carrés de sinus

1 — cos2x

a) Montrer que sin®x = 5

n-1
b) Calculer 3, _cos 2KI pour n = 2.
P -1 .
c) En déduire >, _, sin® kI = .

d) Vérifier pour n = 7 (valeur 3,5) et interpréter comme une valeur moyenne.

-
-

Exercice 6 - Somme double des distances

n n

Soit D, =2, _; 2 _; li—Jl.

a) Montrer que D, = 221si<jsn(j—i).

b) En fixant d = j — i, montrer que D,, = 222;1167(” —d).
c) En déduire D, = ”33_”.

d) Vérifier pour n = 3 et n = 4 ; en déduire la distance moyenne entre deux points
tirés uniformément dans {1, ..., n}.

-
-

Exercice 7 - Somme de Riemann et In 2

. n
Soit u, = 21{: 1nlﬁ'

a) Montrer que % < u, < 1 (encadrer chaque terme).

=1 __ 1
2n+1 2n+27"
2n (—pk+t : .
c) Montrer que u, = H,, — H, et que u, = Ek e (série harmonique alternée).

b) Montrer que (u,) est croissante (u, ;.1 — u,

d) En admettant H, = Inn + y + o(1), en déduire u,, — In 2.

-
G

Exercice 8 - Mots avec un nombre pair de a

On forme des mots de longueur n sur ’alphabet {a, b, c}.

a) Combien de mots contiennent exactement k lettres a ?
b) Montrer que le nombre de mots avec un nombre pair de a est EJ<§,>2" A
J

c) En utilisant (2 + 1)" et (2 — 1)", montrer que ce nombre vaut —3n2+ 1

d) Vérifier pour n = 2 en listant.

-
-
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Exercice 9 - Somme alternée des carrés binomiaux

|

Soit T, = Ezzo(—n"(Z) .

a) Montrer que T, est le coefficient de x™ dans (1 —x)"(1 + x)".

n

b) En déduire que T, = 0 si n est impair, et T,, = (—1)"/2<n 2) si n est pair.

c) Vérifier pourn=4etn = 6.

d) Montrer directement que T,, = 0 pour n impair par un argument de symétrie (
k &n—k).

-
-

Exercice 10 - Nombres de Lucas

1+2\/§l W: 1_2\/§ eth

Soient ¢ = ="+ y".

a) Montrer que ¢ et y sont racines de X*-X-1,et queL,,,=L,,1+L,.

b) Calculer L, L, et en déduire que L, est entier pour tout n ; donner L, a L.

c) En développant ¢" + y" par le binOme, montrer que L, = an_ - Ej<g,>5j.
J

d) En déduire que ¢" est proche d’un entier pour n grand, et calculer I'écart pour
n=10.

-
-

Exercice 11 - Majorer une somme de factorielles

Soit F, = > _, kL.

a) Montrer que EZ:R' =n-2)(n—2)!=(n-1)! pourn = 3.
b) En déduire n! = F, = n!(l + %)

c) En déduire F,, ~ n!.

d) Vérifier pour n = 6 et montrer que le dernier chiffre de F,, est 3 pour n = 4.

-
-

Exercice 12 - Vandermonde décalée

—1
a) Montrer que E:z o (Z)(k : 1) = <n2:1> (coefficient de x"*! ou de x" ~! dans un

produit).
b) Vérifier pour n =3 et n =4.

2n _ n 2n
c) Montrerque<n+1> = n+1< 0 >

n n+1 n+1

d) En déduire que <2n> - < 2n > =_1 <2nn> est un entier (nombre de Catalan).

-
-

Exercice 13 - Somme de cosinus bornée

Soit C,, = E: _,cosk.
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o n n+1
Sln2COS 2
inl
SlI'l2

a) Montrer, a I’aide de 2: _,e% queC, =

b) En déduire |C,| = % =~ 2,09 pour tout n.
Sin =

2

c) Numériquement, le maximum de |C,| pour n < 500 vaut environ 1,54 : est-ce
cohérent ?

d) En déduire que %2: _,cosk = 0. Que dire de 2: 1 Coks" (sans calcul) ?

J/

Exercice 14 - Sommes a pas 3 par les racines cubiques

2im/ 3

Vs

Soitj=e
a) Montrer que 1 + 7 +j*° vaut 3 si 3 | p, et 0 sinon.

b) En déduire 3, (1 ) = 1(2"+ (14" + 1 +/)").

c) Montrer que 1 +j = e™/* et en déduire >, (Snk) = %(2" + 2 cos ”TH)

d) Vérifier pourn=6etn =9.

J/

Exercice 15 - Synthése : compter les solutions de x + 2y = n

Soit a, le nombre de couples (x,y) € N tels que x + 2y = n, et b, le nombre de triplets
(x,y,2) € N tels que x + 2y + 3z = n.

Vs

a) Montrer que a, = L%J +1.

b) En déduire b, = Ei/ 3(»)1 (L n _ZSZJ + 1) et calculer bg.

c) Interpréter a, comme le coefficient de x" dans 7 (produit de séries

1
1-x)(1-x
géométriques).

d) De combien de fagons peut-on payer 6 euros avec des pieéces de 1, 2 et 3 euros ?
Lister pour vérifier.

-
-
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