Chapitre 7 - Convexité 1

Plaquette 2 - Inégalités de convexité
Convexité — Prépa MPSI / MP2Il (1 année)

Corrections détaillées

Boite a outils

Jensen : fconvexe, A; =0, DA;=1:

f( > A,-x,) < D Afx)

i=1 i=1

— Egalité, pour f strictement convexe et A; > 0, si et seulement si tous les x; sont
égaux.
+

— IAG : ;%X = 25T X (x> 0).
‘SQHXI' 5¥5\]¥
— Hﬁlderzzai (Eap)l/p(zb )“q L % 1.

- J

— Moyennes :

Correction de I'exercice 1 - Inégalité arithmético-géométrique

a) In (%EXJ = 1S3 1nx; = In{[] x;, puis exponentielle.

b) In est strictement concave : égalité si et seulement si x; = -+ = x,,.

3 o3
c) abc < (%b"'c) = % avec égalité poura=b = c.

d) IAGsurl,?2,...,n

1+2+--+n_n+1
In! < s >

— Pourn=10:3628800<5,5"=~25329516 v.

n
Réponse. IAG par la concavité de In ; n! < (”ZLQ .
Correction de I’exercice 2 - Chaine des moyennes
1 2_15,2 ~ -
) (ﬁle) < + > x¢ (Jensen), puis racine.

b) ]_[Xll < lEXll soité < %

C)
H=—2 =16<G=2<A=25=Q=/85 ~2,92
1+1
d d 2d — .
d) Pour une distance d : temps + 10 vitesse J760+d740 = 48 km/h : la moyenne

harmonique, et non 50.

Réponse. H = G = A = Q ; vitesse moyenne 48 km/h (harmonique).
Correction de I’exercice 3 - Moyennes de puissances

q /p-2
a) > 1 : dérivée secondep(p 1>xq P=2=0.
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Chapitre 7 - Convexité

b)

(39)" = E3yer =13
— soit M} = Mg,
c)M, =2, M, = % = 2,160, M3 = J12 = 2,289 : croissantes /.
d) n"!'Pmaxx; = M, < maxx; et n”!'/P - 1.

Réponse. p » M, est croissante, de limite maxx;.

Correction de l’exercice 4 - Inégalités de Holder et Cauchy-Schwarz

en sommant :

a;b aP b{
a) AB — pAp qu ;

M
a
&

UIH
.QIH

b) C’est > a;b; < AB.

c) D ab; =32 et/14/77 =/1078 = 32,83 v.

d) Cauchy-Schwarz avec b = (1,1,1) : (@ + b + ¢)* = 3(a® + b* + ¢?).
Réponse. > ab; < ||a||p||b||q ; Cauchy-Schwarz pour p = 2.

Correction de I’exercice 5 - Inégalité de Nesbitt

a) fo) = =1+, f'(0) =

(S—)

= f(a) etc. Jensen avec les poids 1.

fla) + f(b) + f(c) S\_ S/3
3 K§)_

a
b) b+c

N
(9))
~
w
N

c) a = b = c (stricte convexité).
dl +4+3—17>15/

Réponse. > 94— T+o égalité sia =b = c.

> 2,
Correction de l'exercice 6 - Entropie maximale
a) o =lnx+1,¢ =%>0.
b) o(13p;) = 1S 0p), soit

%ln% = %Epilnpi = H=<lInn
c) Egalité si et seulement si les p; sont égaux : la loi uniforme est la plus « incertaine ».
d)H—— 1+2- 2—15b1t<log23~1585/

Réponse. H < ln n, égalité pour la loi uniforme ; 1,5 = 1,585 bits.

Correction de I’exercice 7 - Inégalité de Gibbs

a) Jensen, poids p,, points i

b) In> gq,=In1 =0, donc Epl In 5 9 < 0. Egalité si et seulement si les & sont tous égaux,
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donc égaux a 1.

€)q,=+:D=>pInp,+Inn=Inn-H=0.

d)
=1 1321104
D= 2ln2+ 2ln3 2ln3 0,144
Réponse. D(p|q) = 0, nul si et seulement si p = g ; ici %ln%.

Correction de l'exercice 8 - Puissances d’une somme

a) Jensen pour xP convexe : (%)p < ‘1p+bp, puis multiplier par 2.
b) Pourb >0, t=2: g(t)= (1 +0° 11", g(0) = 0 et g(1) = p((1+ 1)’ ' ="~ 1) =0

carp—lsO.DoncgsO.

c) Méme fonctionavecp=1:g'=0, g = 0.

d)p=2:16=2-10=20et16=10.p=1:
JA=2=1+/3 =273

Réponse. a” + b’ < (a + b)” = 2° " '(a” + b") pour p = 1 ; sous-additivité pour p < 1.

Correction de l'exercice 9 - Produit de facteurs 1 + ai

eX

(1 +eY?

b) w(%Elna,) <13In(1 +ay, soitIn(1+G)<+In[[(1 +a):

a)y = x,w=

[Ta+ay=a+06)"

i=1
c)G=1.

d)5x2=625=4".

Réponse. [[ (1 +a;) = (1 + G)" ; si le produit vaut 1, = 2".

Correction de I’exercice 10 - Tangentes d’un triangle acutangle

a)tan” =2tan(1 + tan? ) = Osur[O, 2[

b) Jensen :
tanA +tanB +tanC _ o I — /3
3 - 3
c) 1tanf+tan]3 = —tanC, d’ou tanA + tanB = —tanC + tanA tan Btan C.
—tanAtanB

d) Immeédiat. tan 2 5” =2 +/3 = 3,732, tan— = 0,577 : somme = 8,04, produit
(2 +3)? —~804/ > 5,196.

Réponse. EtanA = [[tanA = 3/3 dans un triangle acutangle.
Correction de l'exercice 11 - Cordes et tangentes de fonctions usuelles

a) 2* = eXI"2 gst convexe : sous sa corde entre (0, 1) et (1, 2), qui est y =1+ x ; au-dessus
de sa tangenteen 0, y =1 + xIn 2.
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b) In (1 + x) est concave : au-dessus de sa corde y = xIn2 sur [0, 1], sous sa tangente
y=xenO0.

C)
0,5In2 =0,347 <In1,5< 0,5

— (valeur 0,405).

d) sin concave sur [O, %] : au-dessus de sa corde de (0,0) a (% 1), y= %
Réponse. Convexe : sous la corde, au-dessus des tangentes (et inversement pour

concave).
Correction de l'exercice 12 - Maximiser un produit sous contrainte

12> -
a) xyz < (T) = 64, atteint pour x =y =2z = 4.

3
b) x-2y-3z < (%) = 216, donc xyz < 36, atteint pour x = 2y = 3z = 6 : (6, 3, 2).
c)

. X
2

N[ X

3
.ys(x/2+>§/2+y> —1 — xiy<4

— atteintpour 7 =y=1:x=2,y=1.

d) g(x) = x2(3 = x), g(x) = 6x — 3x? = 3x(2 — x) : maximum en 2, g(2) =4 v.
Réponse. a) 64 ; b) 36 en (6,3,2);c) 4 en (2,1).

Correction de l'exercice 13 - Croissance de (1 + 1/n)" par I'TAG

a) Moyenne arithmétique : n(1+%)+1 =n+2 _14_1_ ponc
y que : n+1 T n+1 " n+1°
n/(n+1)
1+l) <1+-1
( n n+1
b) En élevant a la puissancen+1 : u, < u, 4.
n+1)-"-+1 n+1 n+2
n+1 —_n+1 . n n+1 ; .
c) Moyenne —— =17 <n+1> < <n+2> ,eteninversant: v, =v, .

d)u,sv, v,—u,= % — 0 : suites adjacentes, limite e. u;g = 2,594 <= e < v;o = 2,853.
n n+1

Réponse. (1 + %) 7e, (1 + %) \e.

Correction de I’exercice 14 - Variance et convexité

a) x ~ x? est convexe : (%Ex,)Z < L3x2

b) V = 0 ; stricte convexité : égalité si et seulement si les x; sont égaux.
c) C’est a) multiplié par n?.

d)

2
2, .2, .2 xX+ty+2)" 1
Xty T =

— égalitéenx=y=2=

+ W=

Réponse. V=0; x> +y?>+2°=+six+y+z=1.

w|—
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Correction de I’exercice 15 - Inégalité de Jensen pondérée et placements

a)l+r={[[A+t) =i3Sa+ty=1+%
b) t = 0 mais

1000%x1,5%x0,5=750€, 71=/0,75-1=-13,4%
c) C’est H = G appliqué aux 1 + t;.

d) L’écart t — T croit avec la dispersion des taux (stricte concavité de In) : a moyenne
arithmétique égale, plus les taux varient, plus le rendement réel est faible.

Réponse. T <t ; +50% puis —=50% : 750 €, T = —13,4 %.
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