Chapitre 7 - Convexité 1

Plaquette 3 - Propriétés des fonctions convexes
Convexité — Prépa MPSI / MP2Il (1 année)

Corrections détaillées

Boite a outils

Trois pentes : fconvexe, x <y <z:

f) = %) _ flz) = fx) _ fz) - Ay)
— X

V—-Xx —  z = zZ—y

— Sup de fonctions convexes : convexe. Somme, multiple positif : convexe.
— g convexe croissante, f convexe = g ° f convexe.
— fconvexe sur un intervalle ouvert = continue, dérivable a gauche et a droite,
f J = f d-
— Un minimum local d'une fonction convexe est global.
- J

Correction de I’exercice 1 - Démonstration des trois pentes

a)t=2-Y 1-t=34-%

b) Définition de la convexité avec ce t.
c) Multiplier par z — x : (z — x)f(y) = (z — y)f(x) + (y — X)f(2). En écrivant
zZ-y=Z—-x)-(Yy—x):

(z =) (fly) — f(¥) = (v —0)(f(2) — fx))
— c’est la premiere inégalité ; la seconde s’obtient en écrivanty—x = (2 —x) — (2 — y).
d) Pentes 1,3,4:1=3=<4v.

Réponse. Les pentes des cordes croissent avec les extrémités.
Correction de I’exercice 2 - Dérivées latérales d’une fonction convexe

a) Conséquence directe des trois pentes (en distinguant les positions de x, x" par rapport
aa).

b) Sur Ja, +=[NI, T, est croissante et minorée par 7,(x() pour un x, < a : limite a droite
finie, f4(a) = inf, . ,T,(x). De méme a gauche, f 4(a) = sup, _ ,Ta(X) = fq(a).

c) Pour a < b, par les trois pentes et b) :

fotw) < TOL=ID < p iy < i)

d) [x| + x? 1 f4(0) = =1, f4g(0) = 1. max (x, 2x) : x pour x = 0, 2x pour x = 0 : f4(0) =1,
fa(0) = 2.
Réponse. Dérivées latérales partout, f; < f4, f4 croissante.

Correction de I'exercice 3 - Continuité d’une fonction convexe

a) Dérivable a gauche et a droite en a entraine continue a gauche et a droite.
b) Pour ¢ = x <y = d, trois pentes :

fle) = fic) _ fy) =) _ fid) - fid)
c-c¢c ~— y=—x = d-d
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Chapitre 7 - Convexité 2

— les pentes sont bornées : f est K-lipschitzienne sur [c, d].
c) f=0sur [0, 1[, f(1) =1 : convexe (toute corde est au-dessus), discontinue en 1.

d) f est croissante (convexité) ; une fonction croissante n’a que des discontinuités de
saut, et une dérivée vérifie la propriété des valeurs intermédiaires : pas de saut possible.

Réponse. Convexe sur un ouvert = continue, localement lipschitzienne ; convexe
dérivable = C'.
Correction de l'exercice 4 - Sup de fonctions convexes
a) Pour chaque f; : fi(tx + (1 — t)y) = tf,(x) + (1 — t)f,(y) = tF(x) + (1 — t)F(y) ; on passe au
sup a gauche.
b) |x| = max (x, —x) ; les autres sont des max de convexes (affines ou x?).
c) Sup de fonctions affines en x : convexe. Pour x fixé, t — tx — t? est maximale en t = % si
% €[0,1]:

0 x=0

f=( X 0sxs2

x—1 x=2
d) Non : min (x?, (x — 2)2) n’est pas convexe (valeur 1 en 1, au-dessus de la corde nulle
entre 0 et 2).

Réponse. Le sup de convexes est convexe ; le inf ne 1’est pas en général.
Correction de l’exercice 5 - Composition et convexité

a) ftx+ (1 —t)y) = tf(x) + (1 — )f(y) ; g croissante puis convexe :
g(fitx + (1 = t)y)) = g(tfix) + (1 — )Ay)) = tg(f(x)) + (1 — )g(f(y))

b) exp est convexe croissante et x2, |x| sont convexes ; u = u? est convexe croissante sur
R, ol vit x? + 1.

2
c) x2—1)"vaut O en =1 et 1 en 0 : au-dessus de sa corde, non convexe.

d) u - u? est convexe croissante sur R, : oui. Sans f= 0 : f(x) = x> — 1 donne encore
2
(x*> — 1)°, non convexe.

Réponse. g convexe croissante o f convexe est convexe ; la croissance est indispensable.
Correction de I’exercice 6 - Minimum d’une fonction convexe

a) fla+ t(x—a)) = (1 —t)f(a) + tf(x) < fla) pour tout t € ]0, 1] : des points arbitrairement
proches de a ont une valeur plus petite, contradiction.

b) Si m = f(x) = f(y) est le minimum, pour z € [x, y] : f(z) = max (f(x), f(y)) = m, donc

flz) = m.

c)Sif(x) =flyy=mavecx #y:

FE3Y) <A

m

— contradiction.

d) Somme de convexes et de x? strictement convexe : strictement convexe, tendant vers
+o en *«, donc minimum atteint (fonction continue coercive) en un unique point.

Réponse. Minimum local = global ; ensemble des minimiseurs = intervalle ; unique si
strictement convexe.
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Chapitre 7 - Convexité

Correction de I’exercice 7 - Convexité par le point milieu

a) Pour n = 1 c’est I’hypothése. Sit = # avec k impair, t est le milieu de t; = ’;;11 et
t, = l;nt% , qui sont de rang n. Le point tx + (1 — t)y est le milieu des points

correspondants, d’ou

fltx+ (1= Dy) = F(61f00) + (1 = 0)AW)) + (000 + (1 = 2)f(y))

— et le membre de droite vaut tf(x) + (1 — )f(y).
b) Pour t réel, t,, —» t dyadiques ; les deux membres sont continus en t.

xX+y —Inx—1Iny

c) —In 7= = —In/xy = — —1In est continue : convexe.
d) Oui : une fonction additive g non linéaire vérifie g(x'gy ) el '5 9V mais n’est pas

convexe (sinon elle serait continue, donc linéaire).

Réponse. Convexité du milieu + continuité = convexité.
Correction de l’exercice 8 - Fonctions log-convexes

a) f=-expelnf: composée de Inf convexe par exp convexe croissante.

b) Inl = —Inx, dérivée seconde L > 0. Inx* = xInx, dérivée seconde 1 > 0.
X

c) Non : Inx? = 21Inx est concave, alors que x? est convexe.
d)
In(fg) =Inf+1ng

— somme de convexes.

Réponse. Log-convexe = convexe (réciproque fausse : x2).
Correction de l'exercice 9 - Convexe avec limite finie

a) Trois pentes avec le point fixe 0. Une fonction croissante a une limite dans RU {+x},
X X *

b) Si f(y) > f(x) pour x < y, la pente p > 0 de cette corde minore les pentes plus a droite :
pour z >y, f(z) = f(y) + p(z — y) = +». Contradiction.

c) Si f4(a) # 0 en un point, la tangente a droite minore f et tend vers +« d’un c6té. Si
f 4 = 0 partout, f est constante (ses pentes de cordes sont encadrées par des dérivées
latérales nulles).

d)

e X 1+ x2

X =Inx - +o

-1 xInx
’ X

7 X . . . . . e .
Reéponse. Q a une limite ; convexe avec limite finie en +o = deécroissante.

Correction de I'exercice 10 - Suites convexes

a) SiAy >0, alors A, = Aypourn = Netu,=uy+ (n—N)Ay— +x : non bornée.
b) A, = 0 : décroissante, minorée, convergente. (A,) est croissante majorée par 0, de
limite /= 0;sif <0, u,—= —». Donc A, - 0.

C) 1 4+ 1 —%z#>O.Pour1aseconde:xn—>\/x+ —-JX =

n+1 n—1 n(n?-1) st

1
—e
Vx+1 +Jx
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Chapitre 7 - Convexité 4

convexe (inverse d’une fonction concave positive), et ses valeurs aux entiers forment une
suite convexe.

Upn—Uug _ 1 . . .
d) =2 =2> _ Ay estlamoyenne des Ay, suite croissante : cette moyenne converge

vers lim Ay € RU {+x} (Césaro).

Réponse. Suite convexe bornée = décroissante, convergente, A,, = 0.

Correction de I'exercice 11 - Maximum d’une fonction convexe sur un

segment

a) f(tx + (1 — t)y) = tf(a) + (1 — t)f(b) = max (f(a), f(b)).

b) Convexe : max = max (f(—1), f(2)) = max (5, —1) = 5.

c) Valeurs aux bornes 1 —p+ get 1+ p+ q: le maximum est
max(l-p+ql+p+q@=1+|p|l+q

d) g est convexe (somme d’exponentielles) :

max (g(—1),g(1)) = max(e™! +e? e +e7?) = max(7,76; 2,85) = e? + e L.

Réponse. Une fonction convexe atteint son maximum sur un segment a une extrémité.
Correction de I’exercice 12 - Epigraphe et convexité
a) Si fest convexe et (x,y), (X,y) €E :

fltx+ (1 =O)X) = tf)+ (A =-D)f(xX) =sty+ (1 —t)y

— donc le point intermédiaire est dans E. Réciproquement, appliquer la convexité de E
aux points (x, f(x)) et (X, f(x)).
b) y = supfi(x) = Vi,y = f,(x) ; une intersection de convexes est convexe.

c) Un demi-plan {y = ax + b} au-dessus d’une droite non verticale est I’épigraphe de
ax +b.

d) |x| : un « V » plein, intersection de deux demi-plans. x2 : I'intérieur de la parabole,
bord compris.

Réponse. f convexe = épigraphe convexe.
Correction de I'exercice 13 - Inégalité f(x + h) + f(x — h) = 2f(x)
a) C’est la convexité au milieu de x — h et x + h.

b) Taylor-Young a l'ordre 2 :
fix £ h) = 00 % 00 + 2700 + oh?)

— en sommant : f(x + h) + f(x — h) — 2f(x) = hzf'(x) + o(hz).
c) Le quotient est = 0 par a), sa limite aussi.

d) SinLol+ Sif(l)‘_)j’g —2sinl . _(,84147, et f/(1) = —sin1 ~ —0,84147 v (écart d’ordre h?).

Réponse. Différence seconde = 0 pour f convexe, et ~ hzf ().
Correction de I’exercice 14 - Distance a un intervalle

a)dx)=a—xsix=<a,0surla b]l, x—bsix=bh.
b)
dx) =max(a—x,0,x—D>b)
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— max de trois fonctions affines.
c) Pentes -1, 0,1 : |[dx) —d(y)| = |x—y|.

d) Un intervalle est convexe ; le méme calcul s’applique. Pour {0,1} : d(0) =d(1) =0 et

d(%) = % > (0 : non convexe.

Réponse. dist(x, [a, b]) = max (a — x, 0, x — b), convexe et 1-lipschitzienne.
Correction de I'exercice 15 - Convexité stricte sans f’ > 0

a) f = 12x% = 0, nulle seulement en O : f est strictement croissante, d’ou la stricte
convexité (les pentes des cordes, égales a f(c) par les accroissements finis, croissent
strictement).

b) Méme argument : f strictement croissante.
c) " = sinx change de signe sur R ; sur [0, ], sin = 0, nulle seulement aux bornes.
d) ch"=ch>0. (Inch) =thet

(Inch)’=1-th’=-1_>0
ch

Réponse. f’ = 0 nulle en des points isolés suffit a la stricte convexité (x*).
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