Chapitre 6 - Dérivabilité 1

Plaquette 2 - Dérivées successives, formule de Leibniz, classe C"

Dérivabilité — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Formule de Leibniz : si f et g sont n fois dérivables,
n
(n _ n\ k) _(n-k)
(fg) kgo(k)f( g

(n) —1)" !
1 ) __EDnl ) ( H) C(yPY — _ P! p—n ;
(x_a (x—a)”“'sm X =sin(x+nz); (x°) R sin =< p, 0 sinon.

— Limite de la dérivée : f continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b], f(x) L ena =
f(a) =1 (et f continue en a).

— C": n fois dérivable, f™ continue ; les C" sont stables par somme, produit,
composée, quotient.
- J

Correction de l'exercice 1 - Leibniz avec un facteur polynomial

a) Les dérivées de x? s’annulent au-dela de 1’ordre 2 :

(n-1)

(xze")(n) = x2eX + 2nxe* + 5 2eX=eX(x*+2nx+n(n-1))

b) En 0, seul le terme k = 3 survit : (g) 6 (=1)""2, soit (=1)" " 3n(n — 1)(n — 2) pour
n=3, et 0pourn=2.

c) sin®x = sin (x + kTH) :

(X2 + 1)sin (X+ %) + 2nxsin (X+ w> + n(n - 1)sin (X + (n —22)11')

Dn=1:2x+x2)e*v x> +2x+0).n=2:2+4x+x%eX v (x*+4x +2).

Réponse. (xze")(n) = X (x2 +2nx + n(n — 1)).

Correction de l’exercice 2 - Décomposer pour dériver n fois

a) 12=%( 1 41 ),donc

1—x 1—-x 1+x
()"~ H{ai i)
1_X2 2 (1—X)n+1 (1+X)n+1
b) fix) = 1o - g, dou [P0 = (—1)”n!((x_;)n+1 - (x_i)m) et,en 0 :

£™(0) = n!<1 - 2n1+1>

Cn:O:l: 0/.n=]_: X:—L' 0:5:1—;/.
) > = fl0) f(x) ot 2] fQ0) =7 1
d) . _:Xz = %(Xl_i - XL) = Imﬁ, d’ou la dérivée n-ieme (—1)"n!1mﬁ.
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Chapitre 6 - Dérivabilité

, n) — I _ -n—1 — 1
Reéponse. f( (0) =n! (1 2 ) pour f Z a1

Correction de l'exercice 3 - La fonction plate exp(—1/x2)

a) fo) = 2e 1% . p(x)=2X3 Si f = P,(1/x)e 1%, en dérivant :
f<n+1)(x) - <_%Pn'(%> " % n(%>>e_llxz' Pn,1=2XP,—X°P,

— P, = 4X6—6X4.

b) Avec X =+ - 4o : Xke X, 0 (croissances comparées), et P est combinaison de tels

termes.

n) 5
c) Récurrence : si fm) est continue avec f(")(O) = 0, le taux @ = XP,(X)e™® (au signe
prés) tend vers 0 : f"7(0) = 0, et f* " Y(x) - 0 par b) : continuité.

d) Toutes ses dérivées sont nulles en 0, mais f n’est pas nulle : une fonction C” n’est pas
déterminée par ses dérivées en un point (pas de développement en série entiere).

Réponse. fest C”, f")(O) = 0 pour tout n, sans étre nulle.
Correction de I'exercice 4 - Théoreme de la limite de la dérivée

a) Pour x € ]a, b], il existe c, € la, x[ avec

CEDI—

— carcy —a.

b) Pour x = 0, f(x) = XCOS’;; sinx Qr XCOS’;; sinx — cosx—1 X_stinx, et les deux termes
tendent vers 0 (1 — cosx ~ 7, X —sinx ~ %3) : f(x) = 0. Donc f(0) = 0 et f est continue.

c)gx)=2xln|x|+x—-0:g(0) =0et gest C'. Mais M =2In|x| +1 - —x : pas
de dérivée seconde en 0.

d) Non : x? sin% est dérivable en 0 alors que f n’a pas de limite. Le théoreme est une
condition suffisante.

Réponse. f — [ = f(a) = { ; SIBX egt C'; x%In|x| est C' non D*.

Correction de l'’exercice 5 - Dérivées n-iémes par récurrence

a) Récurrence : vrai pour n = 1. Si ¢’est vrai au rang n,
1 _ _ 1z (M) — | 1
(x"Inx) " = (nx"~Mnx +x" 1) —n- DL o0

— car x" ! est de degré < n.
b) (eXsin (x + @)’ = eX(sin (x + @) + cos (x + ¢)) = /2 e*sin (x + @+ %) : chaque dérivation
multiplie par V2 et déphase de Z

3cosx+cos3x J7a
280X T LOSIX d’ou

3,
C) COS°’Xx = 7

(cos3x)(n) = % (x +

d) (x*’Inx) =2xInx+x, ()" =2Inx+3, (-)" =
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Chapitre 6 - Dérivabilité 3

, _ (n) —1)! . .
Réponse. (x” 1lnx) = xl)' ; (e¥sinx)™ = 2" %eXsin (x + ”4—H>

Correction de l'exercice 6 - Une identité combinatoire par Leibniz

a) (XZ”)(H) = (zn’})!x”.

b) (x)® = ﬁx”‘k, donc

n

2 (et =me 2 ()

k=0

2 2
¢) En identifiant : n'E(Z) = (znn!)!, SOitE(Z) = @)~ <2nn>.

d)1+9+9+1=20=(g> v

2
, n\ _ /2n
Réponse. E"(k) = < . >
Correction de I'exercice 7 - Dérivées successives de arctan en 0

a) f(x) = —1

1+ x2°

b) Seuls trois termes survivent ((1 + x?)”" = 0) :
1+ X" P00 + 2nxf ) + n(n = 1)/ " Px) =0
) Enx=0:f""10) = —n(n - 1)f" " Y(0). Avec f(0) = 0 : f*¥(0) = 0. Avec F(0) =1 :
f7(0)=-2, f{S)(O) = 24, et par récurrence
F24D00) = (-1 2k)!

f{2k+l)(0) _ (_1)k 1

11
kD!l 2k+1 T35

d) Les coefficients de Taylor
Réponse. arctan(Zk)(O) =0, arctan®* 1 (0) = (—1)k(2k)!.

Correction de I’exercice 8 - Polynomes d’Hermite

a) Récurrence : ((—1)"Hne ™) = (=1)"(Hy = 2xHp)e™ = (-1)"* ! (2xH, - H,)e ™"

b)H,=1,H, =2x, Hy = 4x* =2,
H; = 2x(4x* —2) — 8x = 8x3 — 12x
¢) Si H, a pour terme dominant 2"x", 2xH,, a pour terme dominant 2" " Ixn+1 et H, estde
degré n — 1. Parité : xH, et H, ont la parité de n + 1.
d) g =-2xe™, g" = (=2 + 4xDe™ v (= (+1)H,e ™).
Réponse. H, ., = 2xH, — H,/ ; Hy; = 8x3 — 12x.

Correction de l'exercice 9 - Classe d’une fonction |x|*

a) x|x| vaut x? ou —x? ; dérivée 2|x| (vérifiée en 0 par le taux |h| — 0), continue. Mais 2|x|
n’est pas dérivable en 0.
b) (|x|3)’ = 3x|x]|, (|x|3)” = 6]x|, continue mais non dérivable en O : C*? exactement.

c) x"|x| est C" et pas n + 1 fois dérivable en O :
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Chapitre 6 - Dérivabilité 4

D™ = (n+ 1) x|

d) Une primitive de x ~ dist(x, Z) (fonction « en dents de scie » continue, non dérivable
X
aux entiers), par exemple F(x) = f o dist(t, Z) dt.

n+1

Réponse. x"|x| est C" et non D en 0.

Correction de I’exercice 10 - Raccords réguliers (smoothstep)
a) Conditions P(0) =0, P(0)=0,P(1)=1,P(1)=0:P=ax3+bx?aveca+b =1,
3a+2b=0:

P(x) = 3x% - 2x3

b) P”(0) = 6 # 0 alors que la dérivée seconde vaut 0 a gauche : pas c.

c) Q(0) = Q(0) = Q’(0) = 0 (facteur x3) ; Q(1) =1, Q' (1) =30 —60 + 30 = 0,
Q' (1)=120-180+60=0 v.

d) Un polynome dont toutes les dérivées sont nulles en 0 est nul, ce qui contredit

= ili = e 1/x . L ©
P(1) = 1. On utilise ¢(x) = e x>0): 200+ o1 =) est un raccord C .

Réponse. P = 3x% — 2x3 (CY) ; 6x° — 15x* + 10x3 (C?) ; C” impossible avec un polynome.
Correction de I’exercice 11 - Dérivées successives d’une composée

a)(gef)y=f-gef;ondérive le produit: f' -g ef+f-f-g’-f.
b) En dérivant encore :
(G =f"-gof+3ff g of+f>-g"of

c)f=sin,g=exp;en0:f=1,f=0,f"=-1et g®0)=1.Dérivées: 1,0+ 1 =1,
-1+0+1=0.

d) Taylor: 1+ x + ><72 + %x3. En0,1:e%m%! =~ 1 104987 contre 1,105 ; ’écart = —1,3-107°
4

est bien d’ordre x* (le terme suivant est —%-).
Réponse. (g )" =g () +3f'g"(N+°g"(); e = 1+x+ % +0(x*).
Correction de l’exercice 12 - Produit de fonctions de classe C»

a) Chaque terme (Z)f(k)g(" ~k est continu : (fg)™ est continue.

n+1_l

b) Pour n = 0 c’est clair. Si le résultat vaut au rang n et fest C Pt est C", et

(%) =—f- % . % est produit de fonctions C", donc C" : % estC"t !,
o1 o . _ cos?+sin® 2
C) tan = sin 55 avec cos # 0 : C . tan = e 1+ tan”.

P =1+Xx*etP,,. =P, (1 +X%):
P, =2X(1 +X%) =2X+2X°, P3=2+6X)(1+X% =2+8x*+6X"
Réponse. tan’ =1 + tan?, tan” = 2tan+2tan?, tan”” = 2 + 8tan? +6 tan®.

Correction de l'exercice 13 - Nombre de zéros d’une dérivée n-ieme

a) degP = 2n, donc degL, =n. Ly =2x; Ly = (X" = 2x* +1)" = 12x* - 4.
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Chapitre 6 - Dérivabilité 5

b) +1 est racine d’ordre n de P : les dérivées d’ordre < n s’y annulent.

c) P(-1) = P(1) = 0 : Rolle donne un zéro de P'dans ] — 1, 1[. Si pw (k < n) s’annule en
—1=a9<a; <+ <ax<ags1 =1, Rolle sur chacun des k + 1 intervalles fournit

k + 1 zéros distincts de P**V dans 1 -1, 1]
d) L, a au moins n zéros distincts dans ] — 1, 1[ et est de degré n : exactement n, simples.

L, = 4(3x%?—-1) : racines i% ~ +0,577 v.

Réponse. L, a n racines simples dans ] — 1, 1[ ; L, = 12x% — 4, racines +

<

Correction de I’exercice 14 - Dérivées d’une réciproque

1y, . , . . .
a) (f ) = 7 1}‘4' continue comme composée et inverse de fonctions continues.

b) f of_1 est C! (composée) : (fl)’ I’est aussi, et
e Py e Y e
F) = ~1\2 ~1,2 ~1,3
Fef) Fef) Fof )
A =2f1) =41 =6:F YR =1et()Q=-&=-3.

1,0024953 — 0,9974953 _ ©1,0024953 — 2 + 0,9974953 _ _ 3
d) 0,02 =025 0,0001 ~=0,094 = —55 .

, "o {(ile) 3 1 3
Réponse. (f )" = L) ;pour x> +xen 2 : + et —=%.
FehH° 4 32
Correction de I'’exercice 15 - Synthese : une équation différentielle et ses
dérivées
1 x arcsin x

a) y = —+ RO en multipliant par 1 — x2 : 1 + xy.

(n+1) _ (n-1)

b) Dérivée n-ieéme de (1 — x?)y : (1 —x?)y 2nxy™ — n(n — 1)y

xy™ + ny™ -V, La différence est nulle (n = 1) :
(1 -x3)ym*h—2n+ 1)xy™ —n2y~-D =0

c) En 0 : y™*Y(0) = n%y~1(0). y(0) = 0 donc y?¥(0) = 0 ; y'(0) = 1 donc
YD) = (2k)*(2k — 2)%--27 = 4K (k1)>.

d)yz<x+%3><1+x72>zx+2TX3:y’(0)=1ety”’(0)=6-%=4=41(1!)2/.

; de xy :

Réponse. yZk+1D(0) = 4%k1)?, y@¥(0) = 0.
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