Chapitre 6 - Dérivabilité 1

Plaquette 3 - Rolle et accroissements finis : applications
Dérivabilité — Prépa MPSI / MP2l (1 année)

Corrections détaillées

Boite a outils

Egalité des accroissements finis : f continue sur [a, b], dérivable sur la, b[ :
Ic € ]Ja,b[, f(b) —fla) = f(c)(b—a)

— Rolle itéré : si f est n fois dérivable et a n + 1 zéros (comptés distinctement) sur
[a, b], f™ s’annule sur la, bl.

— Darboux : une dérivée vérifie la propriété des valeurs intermédiaires (méme
discontinue).

— Monotonie stricte : f = 0 et f ne s’annule sur aucun intervalle non trivial = f
strictement croissante.

— Méthode de Newton : u,,,; = u, — ;((Z"))

- J

Correction de I'exercice 1 - Rolle a l'infini

a) Soity = f(onﬂ € L, flxp)[. En —, f < y pour x assez petit : le TVI sur [xq, xo] donne
a < xy avec f(a) = y. De méme b > x, avec f(b) = y.

b) Rolle sur [a, b] : f(c) = 0 pour un c € ]a, b[.

c) Limites 0 en o :

f(>0=ﬁ=0=»x=il
+ X

d) Limites +« des deux cOtés : oui (méme argument avec un y plus grand que f(0), ou
bien f atteint un minimum). Limites différentes : non (arctan, dérivée > 0).

Réponse. Méme limite finie en £« = f s’annule ; ici en 1.
Correction de I’exercice 2 - Polynomes scindés et dérivée

a)P=(X-a)™Qavec Q(a) =0 : P = (X—ay)™ '(mQ + (X - a)Q).
b) Rolle sur [a;, a;4+1] : p — 1 nouvelles racines.
c) Total :
P
E(mi—1)+(p—1)=n—p+p—1 =n-1=degF
i=1
— donc toutes les racines de P’ sont réelles : P’ est scindé.

d) x*—6x%2+5=(x%?—-1)(x*>-5) : racines =1, +/5. P' = 4x3 — 12x = 4x(x?® — 3) : racines
—~/3€]l-V5,-1[,0€1-1,1[,V3 €11,/5][ v.

Réponse. P scindé sur R = P’ scindé, racines intercalées.
Correction de I’exercice 3 - Théoreme de Darboux

a) f est continue (dérivable) sur le segment : théoréme des bornes.

b) Le taux tend vers f(a) < 0 : pour x proche de a, x > a, f(x) < f(a) ; a n’est pas le
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Chapitre 6 - Dérivabilité 2

minimum. Symétriquement a droite, f(x) < f(b) pour x < b proche de b (car f(b) > 0).
c) Le minimum est intérieur : f(c) = 0. Pour y entre f(a) et f(b), appliquer ce qui précéde
a

gx) =fx)—yx, ga)<0<g(b)
d) signe prend les valeurs —1 et 1 mais pas % sur [—1, 1] : elle ne vérifie pas la propriété
des valeurs intermédiaires.

Réponse. Une dérivée vérifie toujours la propriété des valeurs intermédiaires (Darboux).
Correction de l'exercice 4 - Encadrement de In et constante d’Euler

a)ln(n+1)—lnn—1pourunc€]nn+1[ et <1<%.

+1
b) En sommant I'inégalité de droite (% =>In(k+1)—Ink)delan:H,=In(n+1). En
sommant celle de gauchede l1an—-1:H,—1<Inn.

c)

—(In(n+1)-1Inn)=0

Up+1— Up = n }_ 1
— etu,=In(n+1)—1Inn > 0 : décroissante minorée, convergente.

d) ui990 = 7,48547 —In1000 = 7,48547 — 6,90776 = 0,57772 ; y = 0,5772 (I'écart est de
21n)'

Réponse. H,=Inn+ py+o0(1), y = 0,5772.

Correction de I'’exercice 5 - Limites par les accroissements finis

a) arctan(x + 1) — arctanx = . -:cz avecc, € Ix,x+ 1[:
X
x? 2 x?
——— =X (arctan(x + 1) — arctanx) < 5
1+x+1) 1+x

— les deux bornes tendent vers 1.

/3
b) fx+1 - ix = bavece € hox+ 1l et 2y — .

c) fix+1)—flx) =f(c,) = L. Pour @ : accroissements finis sur [A, x] avec |f — | = ¢
au-dela de A : |[f(x) — flA) — L(x — A)| = &(x — A), puis on divise par x.
d) 0,99000 v (I’erreur est d’ordre %).

Réponse. a) 1;b)%;c)f—>l=@—>l.

Correction de l’exercice 6 - Dérivée bornée et lipschitzianité

a) Accroissements finis : |f(x) — f(y)| = [f(©)||x —y| = k|x = y].

b) M < k ; passage a la limite.

et

c) f(x) =

1+ 2

I2x| =1+ x%2= (x| -1)°=0
— donc |f| = 1.
d) (Vx)’ ———>+ooen0
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Chapitre 6 - Dérivabilité 3

Réponse. |f| < k = f k-lipschitzienne (pour f dérivable) ; In (1 + x?) est 1-lipschitzienne.
Correction de l'exercice 7 - Nombre de racines par Rolle

a) Si favait k + 2 zéros, Rolle donnerait k + 1 zéros distincts de f.

b) ' = n(n — 1)x"~? ne s’annule qu’en 0 : f a au plus 2 zéros, f au plus 3. Si n est pair,
f = nx"~! + a est strictement croissante (n — 1 impair) : au plus un zéro, donc f au plus 2.

c) gix) =eX—ax?—bx—c: g~ =e*> 0 ne s’annule jamais, donc g~ a au plus 1 zéro, g’ au
plus 2, g au plus 3.

d) hix)=e*-1-x- XTZ h'(x) = e*—1 — x = 0 avec égalité seulement en O :
h strictement croissante, h(0) =0
— unique solution x = 0.
Réponse. x" + ax + b : au plus 3 racines (2 si n pair) ; e* = trindme : au plus 3 solutions.
Correction de I'exercice 8 - Erreur d’interpolation linéaire
a) @(a) = p(b) = 0 et p(x) = 0 : trois zéros.

b) Rolle deux fois : ¢" a deux zéros, ¢” un zéro &. Or ¢” = f'— 2K : K = @ et p(x) =0
donne la formule.

2
c) |(x — a)(x — b)| est maximal au milieu, ou il vaut (b_Ta) :
_ M, (b-a)
) =LK = = I
2
d) |sin”| = sin% = % sur l'intervalle : erreur < % (H/86) = 0,0171. L’erreur réelle,

0,0090, est bien inférieure (la borne est atteinte seulement si f* est constante).

, 2
I8 (x — Myb-a)’

Réponse. f(x) — L(x) = a)(x — b) ; erreur <

Correction de I’exercice 9 - Inégalités par les accroissements finis

_ _ X o1 1 ;
a)ln(l+x)—Inl = T3¢ avecc entre O et x ; T¥c estentre 1 et THx Selon le signe de
X, on obtient bien

1 _’ﬁx < In(1 + x) < x dans les deux cas.

b) |sin’| = |cos| =1 et |arctan’| = 1: > =< 1.
X

c)Inb-1Ina=2%4 cela,bl:

b—a_b—a_b—-a
b <~¢ <" a

d) Aveca=n,b=n+1: - i T < 1n<1 + %) < % Multiplier par n (resp. n + 1) et prendre

I’exponentielle.
+1
Réponse. (1 + %)n <e< (1 + %)n :

Correction de I’exercice 10 - Méthode de Newton pour v2

2
up,—2 u
a) Upy1=U,— =5 7n

= u% C’est I’abscisse ou la tangente a la parabole en u, coupe
n

I'axe.
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2 _ _ 2
b) u, 44 —J2 =1 22u, +2 = (UHZUF) =

2u,

c) Avec u, =2 :

2
OSun_'_l_\/jsm

2/2
— le nombre de décimales exactes double environ a chaque étape.
d) u; = 1,5 (erreur 8,6 - 1072), uy = 1Z =~ 1,416667 (2,5-107>), uz = 227 =~ 1,4142157 (

408
2,1-107%), uy = 1,41421356237469 (1,6 1071%).

Réponse. Convergence quadratique : erreurs 10_1, 10_3, 10_6, 10712,
Correction de l'exercice 11 - Lemme de Gronwall (version simple)

a) (fe™) =(f —NHe ™ =0: fe ™ est constante, égale a f(0) =
b)

g =2e"(ff —kf*) = 267 (kf* — kf°) =

— car ff = [Alf| = k"

c) g = 0, décroissante, g(0) =0: g =0, donc f= 0.

d) Siy,,y, sont deux solutions, f'=y, —y, vérifie f = kf et f(0) = 0 : f= 0. Unicite.
Réponse. |f| < k|f] et f(0) = 0 = f= 0 : unicité pour y’ = ky.

Correction de I’exercice 12 - Sommes d’exponentielles

a)n=1:2;e%= 0. Hérédité : g =fe ™ =2, + >, _, 2%~ ¥ ales mémes zéros que f,
et

n
= 2 Ai(a; — ap)el@— @
i=2
— aau plus n — 2 zéros (siles 4;, i = 2, ne sont pas tous nuls ; sinon g = A; # 0). Donc g
en a au plusn —1.
b) Une combinaison nulle aurait une infinité de zéros.

c) 2* + 3% — 5% : trois exponentielles, au plus 2 zéros. En fait x = 1 est solution, et en

X X
divisant par 5%, (%) + (%) = 1 a un membre de gauche strictement décroissant :

unique solution x = 1.
d) X =2" X2 —3X+2= 0,Xe{1,2},x€{0,1} : deux solutions (=3 —1).
Réponse. Auplusn—1zéros;2*+3" =5"ex=1;4"-3-2"+2=0=x€ {0,1}.

Correction de I'exercice 13 - Accroissements finis et suites

a) Jk+1 =-Jk = avec c € 1k, k + 1[, donc entre T 1+ et 2}_ En sommant
= 2(/k + —f) : télescopage.

J_ = 2(\/_ —Jk-1) pour k = 2 ; en sommant de 2 a n et en ajoutant 1 :

S,=1+2Wm—-1)=2/m—1
c)2/n+1-2=<S,=2/m—1:S,~ 2/7.
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d) 2/10001 —2 = 198,01 et 2/10000 — 1 = 199 : 198,54 est bien encadré, proche de
2/n = 200.

Réponse. >, _, L ~ 2/m.

J_

Correction de I’exercice 14 - Une égalité de type Rolle

a) Accroissements finis : f(c) = 0= f(O)

b) g(0)=0,g(1)=1-1=0: Rolle donne gc)=flc)+cf(c)—1=0.
c) h(x) = f(x) —x? : h(0) = 0 = h(1), Rolle : f(c) = 2c.
d) x~-f(x)—1+xvaut—1enOetlenl :TVI,f(d)= 1 — d. Puis

fd) _1-d ~f __a
fly =53 =4159,  fb) =17 =15

— aveca € ]0,d[, b € 1d, 1[ : produit 1.

Réponse. Fonctions auxiliaires xf(x) — x, fix) — x? ; point d tel que f(d) =1 —d.

Correction de I’'exercice 15 - Monotonie stricte et dérivée

a) f =1 —cosx = 0, nulle seulement aux points isolés 2km. Si fla) = f(b) aveca <b, f
serait constante sur [a, b] et f nulle sur un intervalle : impossible.

3 ,
b)a<b=a*<b’; (x3) =3x%nul en 0.

c) Sur chaque intervalle entre deux points exceptionnels, accroissements finis :
strictement croissante ; on recolle par continuité.

d) £(0) = lim (1 +2hsinl

h) =1.Pourx=z0:f(x)=1 +4xsin%—2005%, et

S _9=_
f(2nﬂ> 140-2=-1<0

— par continuité de f sur ]0, +«[, f décroit au voisinage de ces points, qui s’accumulent
en 0.

Réponse. f > 0 en un seul point ne donne aucune monotonie locale ; il faut f > 0 sur un
intervalle.
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