Chapitre 6 - Dérivabilité 1

Plaquette 3 - Rolle et accroissements finis : applications
Dérivabilité — Prépa MPSI / MP2l (1 année)

Exercices

Méthode

Rolle sert a localiser et compter des zéros : entre deux zéros de fil y a un zéro de
f, donc f a au plus un zéro de plus que f. Les accroissements finis transforment une
information sur f en information sur f : inégalités (|f(b) — f(a)| = M|b — a)),
encadrements de sommes (In(n + 1) — Inn entre T et %), limites (

fix+ 1) — fix) = f(cy). Pour démontrer une égalité faisant intervenir un c¢ inconnu, on
construit une fonction auxiliaire qui prend la méme valeur aux deux bornes, puis on
applique Rolle.

Exercice 1 - Rolle a I’infini

Soit f dérivable sur R avec lim__ f=lim,,.f=/ € R.

a) Si f est constante, conclure. Sinon, soit xy avec f(xg) # £, disons f(xg) > £. Montrer
qu'’il existe a < xy < b tels que f(a) = f(b) (TVI de chaque c6té).

b) En déduire qu’il existe ¢ tel que f(c) = 0.

c) Application : montrer que la dérivée de x ~ . _"_‘ > s’annule, et trouver ou.
X

d) Le résultat reste-t-il vrai si les limites sont + des deux cotés ? Si elles sont
différentes ?

Exercice 2 - Polyndmes scindés et dérivée

Soit P € R[X] de degré n = 2, scindé sur R : P = A]_[ip= X —a)™aveca; <--<a,et
> m;=n.

a) Montrer que a; est racine de P’ de multiplicité m; — 1 (au moins).

b) Montrer que P’ a au moins une racine dans chaque la;, a; 4+ 1[.

c) En comptant, montrer que P’ est scindé sur R.

d) Application : montrer que x* — 6x? + 5 est scindé puis que les racines de sa dérivée
s’intercalent, et les vérifier.
& J

Exercice 3 - Théoreme de Darboux

Soit f dérivable sur [a, b] avec f(a) < 0 < f(b).

a) Montrer que f atteint son minimum sur [a, b] en un point c.

b) Montrer que ¢ # a (utiliser w - f(a)<0)etc=bh.
c) En déduire f(c) = 0. Généraliser : f prend toute valeur entre f(a) et f(b).

d) En déduire que la fonction signe (ou toute fonction avec un saut) n’est la dérivée
d’aucune fonction.
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Exercice 4 - Encadrement de In et constante d’Euler

a) Par les accroissements finis sur [n, n + 1], montrer que - Jlr 7= In(n+1)—Inn=< %

b) En déduire que H, = 2:= 1%vériﬁe In(n+1)<H,<1+Inn.

c) Montrer que u, = H,, — Inn est décroissante et minorée par 0 : elle converge vers
une constante y.

d) Calculer uqgg9 (H1ggo = 7,48547) et en déduire une valeur approchée de y.

Exercice 5 - Limites par les accroissements finis

a) Calculer lim, _, .. x?(arctan (x + 1) — arctanx).
b) Calculer lim, _ .., (ax +1 - W)XZ/ 3,

c) Soit f dérivable sur R, avec f(x) = [ en +o. Montrer que f(x + 1) — f(x) - £ et que
9,
X .

d) Controler a) pour x = 100 (= 0,990).

Exercice 6 - Dérivée bornée et lipschitzianité

a) Montrer que si f est dérivable sur un intervalle I avec |f| < k, alors fest k
-lipschitzienne.

b) Réciproquement, montrer qu’une fonction dérivable et k-lipschitzienne vérifie
If| < k.

c) Montrer que x = In (1 + x?) est 1-lipschitzienne sur R.

d) Montrer que y-, uniformément continue sur R, n’a pas de dérivée bornée sur
10, 1] : la réciproque « uniformément continue = dérivée bornée » est fausse.
. J

Exercice 7 - Nombre de racines par Rolle

a) Montrer que si f est dérivable et f a au plus k zéros sur un intervalle, alors fen a
au plus k + 1.

b) Montrer que x" + ax + b (n = 2) a au plus trois racines réelles, et au plus deux si n
est pair.

c) Montrer que e* = ax? + bx + ¢ a au plus trois solutions réelles.

2 . /
d) Montrer que e* =1+ x + X7 a une seule solution réelle.

Exercice 8 - Erreur d’interpolation linéaire

Soit f deux fois dérivable sur [a, b] et L la fonction affine qui coincide avec fen a et b.
Soit x € la, b[ fixé.

a) On pose ¢(t) = f(t) — L(t) — K(t — a)(t — b), avec K choisi pour que @(x) = 0. Combien
de zéros @ a-t-elle ?

b) En déduire qu'’il existe & € ]a, b[ tel que f(x) — L(x) = @(x —a)(x—-Db).

¢) En déduire |f(x) — L(x)| <

2
—MZ(b8_ D oy M, =sup|f’].
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d) Application : on approche sin sur [O, %] par la corde. Majorer l'erreur ; comparer a
I’erreur réelle maximale (= 0,0090).

Exercice 9 - Inégalités par les accroissements finis

a) Montrer que 1 ix =In(1+x) <xpourx>-—1.

b) Montrer que |sina —sinb| < |a — b| et |arctana — arctanb| < |a — b|.

c) Montrer que pour0 <a<b: bb%a<1n%< bga.

n n+1
d) En déduire que (1 +%> <e< (1 +%> .
. J
Exercice 10 - Méthode de Newton pour v2

On applique la méthode de Newton & f(x) = x> — 2, avec up = 1.

a) Montrer que u, ;1 = %(un + u%) et interpréter géométriquement.

et que u, =2 pourn = 1.

2
b) Montrer que u, .1 —VJ2 = %

(un - \/5)2
22

d) Calculer uq, u,y, us, uy et I’erreur a chaque étape.

- J
Exercice 11 - Lemme de Gronwall (version simple)
a) Soit f dérivable sur R avec f = fet f{(0) = 0. Montrer que f= 0 (étudier f(x)e™).

b) Soit f dérivable sur [0, + o[ avec f(0) = 0 et || < k|f]. On pose g = f*e 2. Montrer
que g est décroissante.

c) Endéduire 0 < u, ., —V2 < : convergence quadratique.

c) En déduire que f= 0 sur [0, +o[.
d) Interpréter : unicité de la solution de y" = ky, y(0) = y,.

AN J
- » -

Exercice 12 - Sommes d’exponentielles

Soient a; < a, < - <a,réelsetAq,...,A, non tous nuls.

a) Montrer par récurrence sur n que f(x) = Elnz 1Ae“ a au plus n — 1 zéros réels
(multiplier par e et dériver).

b) En déduire que les fonctions x = e** sont linéairement indépendantes.

c) Résoudre 2* + 3* = 5* (au plus combien de solutions ?).

d) Résoudre 4* — 3 - 2%+ 2 = 0 et vérifier la borne.

- J

Exercice 13 - Accroissements finis et suites

— 1 Adui o1 —
a) Montrer que Jn + N < 5= et en déduire que D1 = 2(\/n +1 1).

b) Montrer de méme que >, _, ﬁ <2/m—1.
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c) En déduire un équivalent de S,, = 2: 1 ﬁ
d) Vérifier pour n = 10000 (S, = 198,54).
- J

Exercice 14 - Une égalité de type Rolle

Soit f continue sur [0, 1], dérivable sur ]0, 1[, avec f(0) =0 et f(1) = 1.
a) Montrer qu'il existe c € 0, 1[ tel que f(c) = 1.

b) Montrer qu'il existe ¢ € ]0, 1[ tel que f(c) + cf(c) = 1 (appliquer Rolle a

g(x) = xf(x) — x).

c) Montrer qu’il existe ¢ € ]0, 1[ tel que f(c) = 2c.

d) Montrer qu'’il existe a # b dans ]0, 1[ avec f(a)f(b) = 1 (appliquer le TVI pour

trouver d avec f(d) = 1 —d, puis les accroissements finis sur [0, d] et [d, 1]).
G J

Exercice 15 - Monotonie stricte et dérivée

a) Montrer que x » x — sin x est strictement croissante sur R bien que sa dérivée
s’annule une infinité de fois.

b) Montrer que x ~ x3 est strictement croissante et que (x3)'(0) = 0 : une fonction
strictement croissante dérivable peut avoir une dérivée nulle.

c) Montrer que si f > 0 sur un intervalle sauf en un nombre fini de points, f est
strictement croissante.

d) Soit f(x) = x + 2x2 sin% (f(0) = 0). Montrer que f(0) =1 > 0 mais que fn’est
croissante sur aucun intervalle ] — n, n[ (étudier f (2%))

2 4 6 8 10 12 X

Y

X — sin x (épaisse) et sa dérivée 1 — cos x
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