Chapitre 6 - Dérivabilité

Plaquette 1 - Taux de variation, théoremes
de Rolle et des accroissements finis

Dérivabilité — Prépa MPSI / MP2l (1 année)

Exercices

Méthode

On revient a la définition de la dérivée pour étudier la dérivabilité en un point, on
dérive des composées, on applique Rolle et 1’égalité des accroissements finis
(EAF) pour démontrer des inégalités et compter des racines.

Exercice 1 - Dérivabilité par la définition

Soit f(x) = x?. Calculer f(3) en revenant a la définition.

Exercice 2 - Non-dérivabilité

Soit f(x) = |x].
a) Calculer les dérivées a gauche et a droite en 0.
b) f est-elle dérivable en 0 ? Est-elle continue ?

J
Exercice 3 - Tangente verticale

Soit fix) = X sur [0; +«[. Etudier la dérivabilité en 0.

-

J/

Calculer la dérivée de :
a) fo) =Vx2 + 1
b) g(x) = sin (3x?)
C) h(X) = @CO0sX

Vs

Exercice 4 - Dérivées de composées

-

Exercice 5 - Dérivabilité d’une fonction par morceaux

x2 six=1

ax+b six>1

Soit f(x) = <

Déterminer a et b pour que f soit dérivable sur R.

Exercice 6 - Théoreme de Rolle

Soit fix) = x> — 3x sur [-/3;V31.

a) Vérifier les hypotheses de Rolle.
b) Déterminer les valeurs de ¢ données par le théoreme.
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Exercice 7 - Egalité des accroissements finis

Soit f(x) = x% sur [1;4]. Déterminer le réel ¢ donné par I’EAF.

Exercice 8 - Inégalité des accroissements finis

Montrer que pour tous réels a et b : |sinb — sina| < |b — a|.
& J

Exercice 9 - Inégalité par étude de fonction

Démontrer que pour tout x > 0 : In(1 + x) < x.

& J
Exercice 10 - Compter les racines

Montrer que 1’équation x3 — 6x + 2 = 0 admet exactement trois solutions réelles.

G J
Exercice 11 - Extremum et dérivée nulle

a) Si fadmet un extremum local en un point intérieur c ou elle est dérivable, que
vaut f(c) ?
b) La réciproque est-elle vraie ? Donner un contre-exemple.

-
G

Exercice 12 - Dérivée et bijection

Soit f(x) = x + eX.
a) Montrer que f réalise une bijection de R sur R.

b) Calculer <f1>’(1).

G

J
Exercice 13 - Synthése : Rolle appliqué

Soit P un polynome de degré 3 admettant trois racines réelles distinctes a < b < c.

Montrer que P* admet exactement deux racines réelles, situées dans Ja; b[ et ]b; c[.

- J

Exercice 14 - Dérivable mais pas de classe C*

Soit f(x) = x*sin L pour x # 0 et f{0) = 0.

a) Montrer que f est continue et dérivable en 0, et calculer f(0).

b) Calculer f(x) pour x # 0.

c) Montrer que f n’a pas de limite en O : f est dérivable sur R mais pas de classe cl.

d) Montrer en revanche que g(x) = x3 sin% (g(0) = 0) est de classe ct.
. J
Soient f, g continues sur [a, b], dérivables sur ]a, b[, avec g’ qui ne s’annule pas.

a) Appliquer Rolle a h(x) = (fib) — fla))g(x) — (g(b) — g(a))f(x) pour obtenir c € ]a, b[
fib) = fla) _ f(c)
gib)—gla) g(c)

avec (accroissements finis généralisés). Pourquoi g(b) # g(a) ?
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b) En déduire la regle de L’Hopital : si fla) = g(a) = 0 et JACI AN { quand x - a*, alors

gx)
9y,
g(x)

c) Application : calculer lim, _ ¢ % (appliquer la regle trois fois).

d) Montrer par I’exemple f(x) = x°sin % g(x) = x que la réciproque est fausse.
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