Chapitre 22 - Déterminants 1

Plaquette 1 - Calcul de déterminants,
Vandermonde et formules de Cramer

Déterminants — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Propriétés fondamentales.

— Le déterminant est n-linéaire alterné par rapport aux colonnes (et aux lignes).
— Un déterminant ayant deux colonnes égales (ou proportionnelles) est nul.

— Lj< L;+ AL; (i #j) ne change pas le déterminant.

— L; o Ljchange le signe. L; — AL; multiplie par A.

— det(AA) = A" detA pour A € M,

Calculs.
— Ordre 2 : a b = ad — bc.
c d
— Ordre 3 (regle de Sarrus) :
abc
d e f|=aei+ bfg+ cdh—ceg— bdi — afh
g hi

— Développement selon la ligne i :
detA = 2 (—1) Hay,
ji=1
ou Aj; est le mineur obtenu en supprimant la ligne i et la colonne j.
— Triangulaire : le déterminant est le produit des coefficients diagonaux.
Théoremes.

— det(AB) = detA x detB et det (AT) = detA.

__1
detA”

— Une famille de n vecteurs de K" est une base si et seulement si son déterminant
est non nul.

— A est inversible = detA # 0, et alors det (A_l)

detAi

m, ou Ai est

— Formules de Cramer : si detA # 0, la solution de AX = B est x; =

A dont la i-ieme colonne est remplacée par B.
— Vandermonde :

1 a a?
1 b b*|=((b—-a(c—a)c—-Db)
1 ¢ c?

— Interprétation géométrique : en dimension 2 le déterminant est 1’aire orientée
du parallélogramme, en dimension 3 le volume orienté du parallélépipede.
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Chapitre 22 - Déterminants

Correction de l’exercice 1 - Déterminants d’ordre 2 et 3

a)3x4-5%x2=12-10=2.
b) Développement selon la premieére colonne (qui contient un zéro) :

1 4 2 3
1x 6 0—0+5>< 1 4
— Premier mineur: 0 — 24 = —24. Second : 8 — 3 = 5.

3+1
= +.

— Attention aux signes : la position (3, 1) a le signe (—1)
— Total : 1 X (=24)+5%x5=-24+25=1.

— Controle par Sarrus : 0+40+0—-15-24-0=1 v
— Stratégie : développer selon la ligne ou la colonne comportant le plus de zéros.

Réponse. a) 2 - b) 1.
Correction de l’exercice 2 - Opérations élémentaires

On crée des zéros dans la premiére colonne, sans changer la valeur du déterminant.

— L2<—L2—L1 : (0,1, 3).
— L3<—L3—L1 : (0,2,8)

111
013=1><é2‘=8—6=2
028

— Controle par Vandermonde aveca=1,b=2,c=3:
2-1)3-1)3-2)=1%x2%x1=2v

— Lecon : les opérations du type L; — L; + AL; sont gratuites — elles n’alterent pas le
déterminant et simplifient énormément le calcul.

Réponse. 2.
Correction de I’exercice 3 - Déterminant triangulaire

La matrice est triangulaire supérieure.

— Le déterminant est le produit des coefficients diagonaux :
2x3x(-1)x5=-30

— Justification : en développant successivement selon la premiere colonne, seul le
coefficient diagonal survit a chaque étape.

— Conséquence : cette matrice est inversible puisque —30 = 0.

— Meéthode générale : rendre une matrice triangulaire par le pivot de Gauss est le
moyen le plus efficace de calculer un déterminant de grande taille — en comptant les
échanges de lignes, qui changent le signe.

Réponse. —30.
Correction de l'exercice 4 - Déterminant et inversibilité

Astuce : C; < C; + C, + C; fait apparaitre un facteur commun.

— La premiere colonne devient (m+ 2, m + 2, m + 2), donc on factorise m+ 2 :

11 1
detA=(m+2)1 m 1
11 m
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Chapitre 22 - Déterminants 3

— PUiSL2<—L2—L1 etL3‘—L3—L12

11 1
m+2)0 m=1 0 =(m+2)(m—1)*
00 m-—1

— Inversibilité : detA # 0 si et seulementsim = -2 etm = 1.

— Controle avec m = 0 : la formule donne 2 X 1 = 2 ; par Sarrus,
0+1+1-0-0-0=2v

— Cohérence avec le systeme a parametre du chapitre précédent : ce sont exactement
les valeurs critiques 1 et —2.

Réponse. detA = (m + 2)(m — 1)2 :inversiblesim#= 1 etm # —2.
Correction de l'exercice 5 - Déterminant de Vandermonde

— LyeL,—L;etLy—L3—1Ly:
1 a a?
0 b—a b*-a?
0 c—a c?>-a?
— On développe selon la premiere colonne :
b—a (b—a)b+a)
c—a (c—a)(c+a)

— On factorise (b — a) dans la premiere ligne et (c — a) dans la seconde :

1 b+a

(b—a)(c—a)1 c+a

=(b—-a)(c—a)({(c+a)—(b+a))

— Le dernier facteur vaut ¢ — b. D’ou le résultat.
— Controle numérique avec (a,b,c) =(1,2,3) : (2—-1)(3 - 1)(3 —2) = 2, ce qui coincide
avec l'exercice 2 v

— Conséquence majeure : le déterminant est non nul si et seulement si g, b, ¢ sont
deux a deux distincts — c’est ce qui garantit I'unicité du polynome
d’interpolation.

Réponse. Factorisation apres L, — L; et L3 — L.

Correction de I'exercice 6 - Formules de Cramer

— Déterminant du systéme : detA = ﬁ :i 1‘ =—-2-3=-5=#0:systeme de Cramer.
— Pour x : on remplace la premiére colonne par le second membre,
|73 |2 _7_2__ _ —10 _
detAl_l—l_ 7-3=-10 x—_—5—2
— Pour y:
I A D _ =5 _
detAz—‘1 1‘—2 =-5 y—_5—1

— Solution : (x,y) = (2,1).

— Vérification : 4 +3=7vet2-1=1v

— Usage raisonnable : les formules de Cramer sont élégantes en dimension 2 ou 3,
mais leur cofit explose ensuite — au-dela, le pivot de Gauss est incomparablement plus
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rapide.

Réponse. (x,y) = (2,1).
Correction de l’exercice 7 - Déterminant d’un produit

On applique les propriétés multiplicatives.

— det(AB) = detA xdetB=2x(-3) = —6.

— det(24) = 23detA = 8 x 2 = 16 — attention, 2" et non 2 !

_ -y _1 _1
det (A ) detA 2°

— det(A"B%) = det (AT) x (detB)* =2 x 9 = 18.

— Piege le plus fréquent : det (A + B) # detA + det B en général. Par exemple avec
A=I,etB=—I,:det(A+B) =0 alors que detA+detB=1+1 = 2.

Réponse. —6; 16 ; %; 18.

Correction de l’exercice 8 - Base ou famille liée

On calcule le déterminant de la matrice dont les colonnes sont ces vecteurs.

121
21 -1
1 32

— L2 « L2 - 2L1 : (0, —3, —3) L3 « L3 _Ll : (O, 1, 1)
— On développe selon la premiere colonne :
-3 —3‘

L |=3+3=0

1 x

— Le déterminant est nul : la famille est liée, ce n’est pas une base.

— Relation de dépendance : les lignes obtenues (0, —3, —3) et (0,1, 1) sont
proportionnelles, ce qui signale uz = u, — u;. Vérification :
2-1,1-2,3-1)=(1,-1,2) v

— Rang : 2 — les trois vecteurs sont coplanaires.

Réponse. Non : déterminant nul, uz = u, — u;.
Correction de I'exercice 9 - Interprétation géométrique

Aire : elle vaut la valeur absolue du déterminant des deux vecteurs.
31
1 4

— Controle : le parallélogramme est « presque » un rectangle 3 x 4 = 12 légerement
cisaillé — 11 est plausible.

‘ =12—-1 =11, donc l'aire est 11 unités d’aire.

Volume : déterminant 3 x 3 de la matrice des trois vecteurs.

111
011=1

001

— La matrice est triangulaire : le déterminant vaut le produit diagonal, soit 1.
— Volume : 1 unité de volume.

— Interprétation : le solide est un cisaillement du cube unité — et le cisaillement
conserve le volume, exactement comme l'opération L; < L; + AL; conserve le
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déterminant.

Réponse. Aire 11 ; volume 1.
Correction de I'exercice 10 - Comatrice

— Déterminant : detA=4-6=-2=#0.
— Comatrice : com(A); = (-1 ”A,-j, ol le mineur d’une matrice 2 x 2 est le coefficient

com(A) = <4 _3>

« Opposé ».

-2 1
-2 1
B e | T__1(% —2)\_
Formule : A JotA com(A) 5 <_3 1 > <% _%)
L. . 1 2\/-2 1 -2+3 1-1
_ . = = v
Vérification : <3 4><1'5 —O,5> <—6+6 3_2> I

— Portée : la formule A x com(A)T = (detA)I, vaut en toute dimension, mais elle n’est
utilisable en pratique que pour n < 3.

_ -2 1
Ré .detA=-2etA ' = ,
éponse. det et <1’5 _0'5>

Correction de I'exercice 11 - Déterminant par blocs

La matrice est triangulaire par blocs :

A0 21 4 1
M—<C D> avec A—<1 3>,D—<2 3>

— Propriété : detM = detA x detD (le bloc C n’intervient pas).
— detA=6-1=5etdetD=12-2=10.
— Résultat : detM =5 x 10 = 50.

— Justification rapide : en développant selon les deux premiéres lignes (qui n’ont de
coefficients non nuls que dans les deux premiéres colonnes), on retrouve exactement
ce produit.

— Attention : la formule vaut pour un bloc triangulaire ; pour une matrice par blocs

quelconque, det <é g> # detAdetD — det BdetC en général.

Réponse. 50.

Correction de I’exercice 12 - Un déterminant d’ordre 4 par le pivot
Les opérations L; < L; + AL, (i # 1) ne changent pas le déterminant. On annule la
premiere colonne sous le pivot 1 :

— L2<—L2—3L1 : (0,1,—6,5),’

— L3<—L3+L1 : (0,2,3,—1),'

— L4 <—L4 - 2L1 : (O, 1, -3, 3)

On développe selon la premiere colonne (un seul terme non nul, de signe +) :

1 -6 5
A=1x|2 3 -1
1 -3 3

— Méme méthode : L, <« L, — 2L, donne (0,15, —11) et L3 < L3 — L; donne (0, 3, —2).
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Chapitre 22 - Déterminants 6

15 —-11

3 -2

— Réflexe : on choisit un pivot égal a 1 pour éviter les fractions, et 1’on ne fait que des
opérations L; < L; + AL; tant que possible (un échange change le signe, une
multiplication de ligne multiplie le déterminant).

— A= =15%x(-2)-(-11)x3=-30+33 =3.

Réponse. A = 3.
Correction de I’exercice 13 - Matrices antisymétriques d’ordre impair

a) Deux propriétés du cours : det (AT) = detA et det (AA) = A" detA. Donc
detA = det (AT) = det(—A) = (-1)"detA

— Sin est impair, detA = —detA, donc 2detA = 0 et detA = 0 : A n’est pas inversible.

b) Sarrus :
0-0:0+a:-c-(-b)+b-(—a)(-¢)—=b-0-(-b)—a:-(—a)-0—-0-¢c-(—c) = —abc + abc = 0.

— Noyau : v = (¢, —b, a) convient, car Av = (—ab + ab, —ac + ac, —bc + bc) = 0 ; il est non
nul des que A = 0.

c) Non : = a2, non nul si a # 0. En dimension paire, une matrice antisymétrique

—a 0
peut étre inversible (c’est le cas du quart de tour).

Réponse. detA = (—1)"detA, donc detA = 0 pour n impair ; noyau 3 (¢, —b, a) ; pour
n=2:a°

Correction de I'exercice 14 - Aire d’un triangle et alignement

a)AB = (3,1), AC = (1, 4). Le déterminant de deux vecteurs du plan est l'aire orientée
du parallélogramme qu’ils forment :

det (AB,AC) = ﬁ i‘ =12-1=11
— Le triangle est la moitié du parallélogramme : aire = % = 5,5 unités d’aire.

b) Le déterminant est positif : on tourne de AB vers AC dans le sens trigonométrique. Le
triangle ABC est parcouru dans le sens direct.

c) A, B, M sont alignés si et seulement si AB et AM sont colinéaires, c’est-a-dire si leur
déterminant est nul :

3 m-1
1 2

— Alignement pour m = 7. Controle : la droite (AB) a pour pente % etde A(1,1) a M(7,3)

—m=(m—1,2)et‘ =6-(m-1)=7-m.

on monte de 2 pour 6.

Réponse. det = 11, aire 5,5 ; sens direct ; m = 7.
Correction de l’exercice 15 - Syntheése : déterminant a parametre

a) Opération C; — C; + C, + C5 : la premiére colonne devient constante égale a x + 2.
111
DXxX)=x+2)1 x 1
11 x

— PUiSL2<—L2—L1 etL3‘—L3—L12
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11 1
x+2)0 x=1 0 = (x + 2)(x — 1)*
00 x—1

— Controleen x=0:D(0)=2; parSarrus,0+1+1-0-0-0=2 v
— Controle en x = 2 : la formule donne 4 x 1 =4 ; par Sarrus, 8+1+1-2-2-2=4
v

b) Le systeme homogene AX = 0 a des solutions non nulles si et seulement si A n’est pas
inversible, c’est-a-dire D(x) = 0.
— Doncx=-2oux=1.

— Pour x = 1 : la matrice est pleine de 1, de rang 1 ; le noyau estle plan x+y+2 =0,
de dimension 2.

— Pour x = —2 : le rang est 2 et le noyau est la droite Vect(1, 1, 1) — en effet
—2+ 1+ 1 = 0 sur chaque ligne v

Réponse. a) D(x) = (x +2)(x = 1)* D) x =1 ou x = —2.
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