Chapitre 22 - Déterminants 1

Plaquette 3 - Propriétés du déterminant :
produit, inversibilité, comatrice

Déterminants — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Propriétés.
— det(AB) = detAdetB, det (AT) = detA, det(AA) = A"detA (A € M,).

— Ainversible = detA = 0, et det(4™}) = ﬁ.

— Matrices semblables : det (P_lAP) = detA ; le déterminant d’un
endomorphisme est celui de sa matrice dans n’importe quelle base.

— Comatrice : comA = ((—1)i+inj), et

A (comA)' = (comA)'A = det(A)I,

DSy o R S | T
d'ou, sidetA=0:A detA(ComA)'

ab\"'_ 1 /d -b
—O"d‘""z-<c d> —m(-ca )

— Rang : rgA est la taille maximale d’un mineur (déterminant extrait carré) non nul.
detAi
detA

- J

— Cramer :sidetA =0, x; = (A4, : colonne i remplacée par B).

Correction de I’exercice 1 - Obstructions par le déterminant

a) En prenant le déterminant, et avec det(-I,) = (—=1)" :

(detA)? = det(A?) = det(-I,) = (-1)" = -1

— impossible pour un réel. Donc aucune matrice réelle ne vérifie Al =] » en dimension
impaire.

b)n=2:]= <(1) (;1> (quart de tour),j2 = —I,. n = 4 : la matrice diagonale par blocs

<{) })> dont le carré est diag(J% J*) = —I,.

c) Oui : A = il vérifie A* = —I. L’argument a) utilisait qu’'un carré réel est positif ; sur C,
(detA)2 = —1 est possible (detA = =*i).

d) det (AB) = det(—BA) = (—1)"detBdetA = —detAdetB (n impair). Donc 2detAdetB =0
:detA =0 oudetB = 0.

Réponse. (detA)2 = (—=1)"; impossible sur R pour n impair ; exemples J, diag(J,]) ;
possible sur C ; AB = —BA en dimension impaire force detAdetB = 0.

Correction de I'exercice 2 - Valeurs forcées du déterminant

On applique la multiplicativité a la relation vérifiée par A.
a) (detA)k = det (Ak) = 0, donc detA = 0. Exemple : Eq,.
b) (detA)? = detA, donc detA € {0,1}. Exemples : 0 (la matrice nulle, ou tout projecteur
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Chapitre 22 - Déterminants 2

de rang < n) et I,, (déterminant 1 ; c’est d’ailleurs le seul projecteur inversible, car Al=A
avec A inversible donne A = 1,,).

c) det (AT) detA = (detA)2 =detl, =1, donc
detA = *+1

— Exemples : I,, (déterminant 1) et diag(—1, 1, ..., 1), une symétrie orthogonale
(déterminant —1).

d) (detA)’ = 1 avec detA réel : detA = 1. Exemple : la rotation d’angle 2717 du plan
(complétée par des 1 sin > 2), ouI,.

Réponse. a)0;b)0oul;c)*x1;d)1.

Correction de I'exercice 3 - Déterminant d’un endomorphisme de matrices
Le déterminant d’'un endomorphisme ne dépend pas de la base choisie : on prend la plus

commode.

a) Dans la base (E11,Eyy, E13 + E3, E1p — E5q), T a pour matrice diag(1,1,1,-1) :
detT = —1. Dans la base canonique, la matrice de T est la matrice de permutation qui
échange deux vecteurs de base (une transposition) : déterminant —1 aussi.

A
b) Dans la base (E11, E31, E13, E3p), la matrice de L, est <0 Z> :

detL, = detA x detA = (detA)?
c) U(Xk) = (—1)ka : matrice diagonale,
deto = HZ=0(_1)R — (_1)0+1+...+n — (_l)n(n+1)/2‘

d) La matrice de T dans la base canonique est triangulaire supérieure a diagonale de 1 (
T(Xk) = X* + termes de degré < k) : dett = 1.

Réponse. detT = —1 ; detL, = (detA)? ; deto = (—1)""+D/2

;dett=1.
Correction de l’exercice 4 - Inverse par la comatrice

a) Développement selon la premiere ligne : detA =2(3-1)-1(3-0)+0=4-3=1.
b) Cofacteurs c;; = (—1)i+jAU~ :

— ligne1:Ay;=3-1=2,A1,=3-0=3,A13=1-0=1,dou(2,-3,1);

— ligne2: A1 =3-0=3,A,=6—-0=6,A,3=2-0=2,dou(-3,6,-2);

— ligneS:A31=1—0=1,A32=2—O=2,A33=2—1=1,d’0i1(1,—2,1).

c) Al = delt A(comA)T, et la comatrice est ici symétrique :
2 =31
Al=(-36 -2
1 =21

— Ligne 2 de A fois les colonnes de AL, 2-3+1,-3+6—-2,1-2+4+1)=(0,1,0).

d) Cramer : x; = Cclg:i" avec la colonne i remplacée par (1, 0,0). En développant chaque
detA; selon cette colonne, on retrouve le cofacteur cy; : x; =2, x, = =3, x3=1. C’est la
premiere colonne de A™!, comme il se doit (X = A" "ey).

2 =31
Réponse. detA=1;A""'=( -3 6 -2 ];X=(2,-3,1).

1 =21
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Chapitre 22 - Déterminants 3

Correction de I’exercice 5 - Inverse a coefficients entiers

a) detA et det (A_l) sont des entiers (sommes de produits d’entiers) et
detA x det(A™) = det(aAA™") =1

— deux entiers de produit 1 valent tous deux 1 ou tous deux —1.

b) Al = ﬁ(comA)T ; les cofacteurs sont des déterminants de matrices entieres, donc
entiers, et l’on divise par *1.

5 3 . . 2 =3 , . .
c) det 3 9 =10-9 =1 : inverse entier _3 5 (vérification :

53\/2 -3\_/10 21N\, 1/2 -1\, :
<3 2><_3 5 >—<0 1>). det<1 2>—3.sonlnverse3<_1 ? >nestpas entier.

d) I, en fait partie ; le produit de deux telles matrices est entier de déterminant
(£1)(£1) = =1 ; I'inverse est entier (b) et de déterminant +1. C’est le groupe GL(Z).

-1
Réponse. A~ ! entiére = detA = +1 ; <Z §> = <2_3 5 3> ; GL,(Z) est un groupe.

Correction de I’exercice 6 - Déterminant de la comatrice

a) On prend le déterminant de A(comA)T =det(A)I, :
detA x det(comA) = (detA)"

— et ’on simplifie par detA = 0.
d

b) comA = ( b ;C>, de déterminant ad — bc = (detA)l.

c) SirgA = n — 2, toute famille de n — 1 colonnes de A est liée, donc toute sous-matrice de
taille n — 1 (obtenue en supprimant une ligne et une colonne) a des colonnes liées : tous

les mineurs A sont nuls, comA = 0.

d) Si rgA = n — 1, il existe un mineur de taille n — 1 non nul (le rang est la taille maximale
d’un mineur non nul) : comA # 0. De plus detA = 0, donc A(comA)T = 0 : les colonnes de
(comA)T sont dans kerA, de dimension n — (n — 1) = 1. Donc rg(comA) < 1, et comA # 0
donne 1'égalité.

Réponse. detcomA = (detA)” ' ; comA = 0 si rgyA=n-2;rang 1 sirgA =n- 1.
Correction de l'’exercice 7 - Rang par les mineurs

a) Les deux premieres colonnes sont proportionnelles (C, = 2C;) : detA; = 0 pour tout t.
Le rang est au plus 2.

b) Le mineur formé des lignes 2, 3 et des colonnes 1, 3 :
‘2 1

=/—-—1=1 #
112110

— Le rang est la taille maximale d’un mineur non nul : rgA; = 2 pour tout t.

c) Les mineurs d’ordre 2 de B; sont :

— lignes 1,2 : 1 —t%; lignes 1,3:1 —t; lignes 2,3 : t — 1.

— Ils sont tous nuls si et seulement sit = 1. Donc rgB; = 2 pourt # 1, et rgB; = 1 (toutes

les colonnes valent (1,1,1)). Pourt = —1, le mineur 1 —t* est nul mais 1 —t =2 = 0 :
rang 2.
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Réponse. detA; =0, rgA; =2 ;rgB;=2sit=1,1sit=1.
Correction de l’exercice 8 - Perturber une matrice non inversible

a) Par la formule développée du déterminant (somme de produits de coefficients, un par
ligne et par colonne), det (A + tI,,) est un polynome en t ; le seul produit de degré n est
celui des termes diagonaux H (a;; + t), de terme dominant t".

b) Un polynome non nul de degré n a au plus n racines. Hors de ces valeurs, A + tI, est

inversible ; en particulier, pour k assez grand, t; = % n’est pas racine.

c) Si A est inversible, BA — AI,, = A_l(AB — AI)A : matrices semblables, méme
déterminant.

det(BA — AI,) = det(A™ ') det (AB — AI,) detA = det (AB — AI,)

— Pour A quelconque : 1'égalité est vraie pour A, = A + t;I, inversible. Les deux membres
sont des fonctions polynomiales (donc continues) des coefficients de A ; en faisant
k = 4+, elle vaut pour A.
-A 1
0 -2
Egaux, bien que AB # BA (et méme non semblables : I'une est nulle, ’autre non).

d) AB =F1Ei,=E; et BA=E,E;; = 0. det(ElZ —AIz) =

‘ = 2% et det(—Al,) = A°.

Réponse. det (A + tI,,) polyndme unitaire de degré n ; densité des inversibles ;
det (AB — AI) = det (BA — AI).

Correction de l'exercice 9 - Déterminant dans une base et changement de
base

a) detg (v, w) = ad — bc.

b) Matrice de passage P = <} é> detP =1, pl= <31 1_

vV =(2a—-b, —a+b),w=Q2c—d, —c+d).

— detg (v, w) = (2a — b)(—c +d) — (2c —d)(—a + b) = ad — bc (en développant :
—2ac + 2ad + bc — bd + 2ac — 2bc — ad + bd = ad — bc).

c) detp (B) est le déterminant des coordonnées de e, e, dans B’, c¢’est-a-dire des colonnes
de Pt

>. Coordonnées :

— -y _ 1 _
detp (B) =det(P ) = JoiP 1

— et ’on retrouve bien dety (v, w) = 1 X (ad — bc).

d) Ici detP = 1, donc les deux mesures coincident : B engendre un parallélogramme de
méme aire que le carré unité. En général, elles different du facteur constant dety (B) :
I’aire orientée n’est définie qu’a la donnée d’une base pres.

Réponse. detg (v, w) = detg (v, w) = ad — bc (car detP = 1) ; en général, facteur

detgy (B) = ﬁ.

Correction de I'’exercice 10 - Un systeme de Cramer a parametre

a) Diagonale g, ailleurs 1 : det = (a + 2)(a — 1)2. Cramer si et seulementsia ¢ {1, —-2}.

b) En sommant les trois équations : (a +2)(x +y+2)=1+a+ a’. Puis, en retranchant L,
deLy:(a—1)(y—-x)=a—-1,doncy=x+1;L;—L,:(a—1)(z—y) =a?-a, donc
z=y+a.
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_ _l+4a+d®> _o_ . _1l+a+ad®*—(@+2)" _ —3q-3
—Doncx+y+z-3x+2+a,et3x—aT 2—a= ) ==
2
= _a+l y=_1 _(a+1)
a+?2’ a+?2’ a+?2
—al@a+1)+1+(@a+1)>
— Controle de la premiere équation : S, = ZI% = 1. Avec les formules
de Cramer, on retrouve par exemple y = (igtAAz ou detA, = (a — 1)2.
c) a =1 : les trois équations deviennent x + y + z = 1 : compatibles, solutions formant un
plan (dimension 2). a = —2 : la somme des équations donne 0 =1—-2+4=3:
incompatible, aucune solution.
; _ 12— _at+l ,_ 1 _@+1* . _ ..

Réponse. det=(a+2)(a—-1)"; x = i V=5 2T A= 1 : plan de

solutions ; a = —2 : aucune.
Correction de I'exercice 11 - Le déterminant n’est pas linéaire

a)A=E{;,B=E,;:detA=detB=0etdet(A+B)=detl, =1.

b) Le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne séparément :
det(611 + bl, a, + bz) = det(al, C12) + det(al, bz) + det(bl, az) + det(bl, b2)

— soit detA + det B plus les deux termes « croisés ».

c) A + E a pour colonnes a; + u, d,, ..., a,. Par linéarité en la premiere colonne :

det(A + E) = detA + det(u, ay, ..., a,)). Ecrivons u = AX = Exjaj ; dans det (u, a,, ...), seul le
terme x;a; subsiste (les autres donnent deux colonnes égales) : det(u, a,, ...) = x; detA.
Donc det(A + E) = (1 + x;) detA.

3
d)A_lu =u,x; =2:det(I3+E) = 3. Directement : I;+E=| 1
5

O~ O

0
0 |, triangulaire,
1

déterminant 3.

Réponse. det(E{; + E5p) = 1 # 0 + 0 ; multilinéarité en colonnes ;
det(A+E)=(1+x;)detA ; d) 3.

Correction de l'exercice 12 - Le wronskien et la liberté de fonctions
a) Siaf+ Bg + yh = 0 avec (a, B, ) # 0, en dérivant, la méme relation lie f, g, h" et
f’,g’,h”. Les colonnes de W(x) sont donc liées pour tout x, et W(x) = 0.

b) C’est la contraposée de a).

c) Chaque colonne est de la forme ekx(1, k, kz). Par linéarité en chaque colonne :

111
W(x) = e*e®e™|1 2 3|=e™2-1)(3-1)(3 -2) = 2e>
149

— (Vandermonde en 1, 2, 3). W ne s’annule pas : la famille est libre.

d) 1 =cos?x+ sin’x : famille liée, et W = 0 par a). Directement : la premiere colonne est

. —sin2x sin2x . N
(1,0, 0), et le mineur restant est = 0. (Attention : W = 0 n’entraine pas
—2C0S2x 2cos2x

en général que la famille soit liée.)

Réponse. Liée = W = 0 ; W(e*, e, e3) = 2e5* . libre ; (1, cos?, sin?) : W = 0, liée.
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Correction de I’exercice 13 - Le déterminant de la transposée et les lignes

a) Les lignes de A sont les colonnes de AT, et
det (AT) = detA
— donc toute propriété prouvée pour les colonnes (multilinéarité, alternance, effet des
opérations) se transporte aux lignes.

b) Une ligne nulle : par linéarité en cette ligne, detA = 0 x detA = 0. Deux lignes
proportionnelles L; = AL; : L;j < L; — AL; crée une ligne nulle sans changer le déterminant.

c)L;<L;+L,+...+L,ne change pas le déterminant et rend la premiére ligne nulle :
detA = 0. (Les lignes sont liées, A n’est pas inversible.)

dL;+L,+Lz3=(1+4-5-24+0+2,3-1-2)=(0,0,0) : le déterminant est nul.
Réponse. det (AT) = detA ; lignes liées = det = 0 ; d) 0 (somme des lignes nulle).
Correction de I’exercice 14 - Déterminant d’'une matrice de rang 1 plus
l'identité

a)M=1,, detM = 1.

b) Mx = x + u(v'x) (associativité : uv
Mu=u+u('u) =1 +vuu.

Tx = u(v'x), avec v'x scalaire). Si x € H, Mx = x. Et

c) Soit (hy,...,h,-1) une base de H, complétée par u. Dans cette base, la matrice de
x = Mx est diagonale :

diag(1,...,1,1+v'u), detM=1+v'u

— (le déterminant d’un endomorphisme ne dépend pas de la base). Le casviu = 0

s’obtient par continuité, ou directement : la formule reste detM = 1.
d)J,=uu"avecu=(1,...,1), etu'u=n:det(I,+J,) =1+ n. La formule
(x+n-1)x-1)""'avec x = 2 donne aussi n + 1.

Réponse. Mx = xsur H, Mu = (1 +v'u)u; det(,+uv) =1+ v'u;det(I,+]J)=n+1.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : le déterminant de Vandermonde en
taille n

a) On développe selon la derniére ligne (1,X,...,X" 1) : P(X) = Ej(—l)" tixd - 1Anj,
polynéme de degré < n — 1 ; le coefficient de X"~ ! est le cofacteur
(=1)*"A,, = V(Xq, oers X - 1)

b) P(x;) (i = n — 1) est le déterminant d’'une matrice ayant deux lignes égales (les lignes i
et n) : il est nul.

c) Siles x4, ..., x, _1 sont distincts, P est divisible par Hl. <, X—x),dedegré n—1;en
comparant les coefficients dominants :
n—1
P(X) = V(x1, ... xa—1) || (X =)
i=1

— (si deux x; coincident, les deux membres sont nuls). En évaluant en x,,, puis par
récurrence a partir de V(x;) =1 :

Voo, ox) = 1T og=x

l=i<j=sn
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d) Le produit est non nul si et seulement si tous les facteurs le sont, c’est-a-dire si les x;
sont distincts. Interprétation : V est le déterminant du systéme donnant les coefficients
du polynome d’interpolation de degré < n — 1 aux points x; ; il est de Cramer exactement
quand les points sont distincts.

Réponse. V(xy, ..., x,) = Hl. <j(xj — X;) ; non nul ssi les x; sont distincts.
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