Chapitre 10 - Equations différentielles simples 1

Plaquette 3 - Ordre 2 a coefficients
constants : seconds membres et résonance

Equations différentielles simples — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Solution particuliére pour f(x) = Ae™ (m € C) :

P(m)#0:y, = Pz‘r‘n)emx P(m) =0, P'(m) # 0 Wfﬁxemx

— Racine double m : y, = éA—GXZemX

— Second membre polynomial (m = 0) : polynome de méme degré, ou de degré +1
sic=0,+2sib=c=0.

P(1w)> (coefficients réels).

— Oscillateur y” + 2&wqy + w3y = 0 : pseudo-périodique si & < 1, critique si £ =1,
apériodique si & > 1.
— Probleme de Cauchy y(x,), y'(xp) : solution unique ; probléme aux limites y(a),
y(b) : zéro, une ou une infinité de solutions.
- J

— Trigonométrique : y' + ... = coswx = Vv, = Re(

Correction de I’exercice 1 - Exponentielle non résonante

Homogéne : r* = 3r+2 = (r—1)(r—2), d’ou y, = 2e* + pe*

Particuliere : 3 n’est pas racine, P(3) =9-9+2=2:
3x 3x

— _€
Y= P@E) T 2

— Solution générale : y = Ae* + pezx+% e3X.

— Conditions : A + u + 1 =0etA+2u + = 0. En soustrayant: uy+1 =0, u = -1, puis

1
2.
— y(x) = —e¥ 4+ % 3x = %e"(eX — 1)?. Vérification : y(0) = 0, et y = 0 avec un minimum
en O, doncy(O) =0v.

Réponse. y(x) = %ex(e" - 1)2.

Correction de I’exercice 2 - Résonance simple

a) 1 est racine de P(r) = r* — 3r + 2 : e est solution de 'homogéne, donc ke* donne 0.
b) y, = kxe*, y, = k(1 +x)e*, y,” = k(2 + x)e* :
-yp" - 3yp’ + 2yp = k(2 +X - 3 - 3X + 2X)ex = _keX

— donck=-1.EtP(r)=2r-3,P(1)=-1: k_ﬁ

c) y = AeX + pe?* — xe*.
Réponse. y = (A — x)e* + pe
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Correction de I’exercice 3 - Résonance double

P(r)=(r— 1)2 : 1 est racine double, y, = (4 + px)e™.
Méthode : avec y =ze*, y = (2’ + 2)e¥, y' = (2" + 22 + 2)e¥, et
V' =2y +y=2"¢e"
— Premier second membre : 2" =1, z = X; (plusA+pux):y= <X72 + ux + A)e".

— Second : 2" =x,z = %3 1y = <%3+ux+)x>e".
— On retrouve la regle : racine double = degré augmenté de 2, et le coefficient 21_a = %
Réponse. <X72 + pux + A)e" puis <%3 + pux + A)e".

Correction de I’exercice 4 - Second membre polynomial avec racine nulle

a) P(r)=r*+r=r(r+1):0 est racine (le coefficient de yestnul). Poury=ax+b:
V' +y = a, constante, jamais égale a x.

b) Vv, = ax? + bx (b suffit comme terme de degré 1, les constantes sont solutions de
I’homogene) :

v, ty, =2a+2ax+b=x=a=5,b=-1

1
2'
c)y="72—x+21+pe"‘;y(0)=A+p=0ety’(0)= —1-p=0:p=-1,A=1.Donc
y=X72—x+1—e_X.

Réponse. y = XTZ -x+1-e™%

Correction de l’exercice 5 - Second membre trigonométrique

Homogeéne : > +2r+5=0,r=-1%2i: V, = € X(A cos 2x + psin 2x).

Particuliere : P(i) = -1+ 2i+5 =4+ 2i # 0, donc

= Re(20€™) _ Re((2 -1 +isinx)) = 2cosx + si
y,=Re = Re i)(cosx +isinx)) = 2cosx + sinx

4+ 2i
- 10 _ 104-2i) _ - .
— en utilisant 197 = 50 =2—1.
— Veérification :
yp" + 2yp' + 5yp = (—2cosx —sinx) + (—4sinx + 2cosx) + (10cosx + 5sinx) = 10 cos x

/.
— Comportement : y, — 0 (facteur e™) ; toute solution tend vers le régime permanent
2 cosx + sinx = /5 cos (x — @), tang = %

Réponse. y = e X(A cos 2x + psin 2x) + 2 cos x + sin x.
Correction de l’exercice 6 - Exponentielle fois cosinus, cas résonant

a) PN =r>-2r+2, A = —4, racines 1 +i.

b) Racine simple : k = avec P(r)=2r—2:

1
P(1+1)

— 2Zp= —%xe"( cos x + isinx), de partie réelle %e" sin x.
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e(1 +i)x

c) Le second membre réel est Re et les coefficients sont réels : V, = XeXsinx.

2
Solution générale : y = e* (A cosx + usinx + £ sin x). (Contréle numérique en x = 1,1 :

2
v, =2y, +2y,~1,3627 =e"'cos1,1 v.)

Réponse. y = e* (A Ccos X + (11 + %) sinx).

Correction de I’exercice 7 - Probléme de Cauchy avec second membre
Homogene : r = +2i, y, = A cos2x + psin2x. Particuliere : P(0) = 4 # 0, polynome de
degré 1 : Y, = ax + b donne 4ax + 4b = 8x, soit y, = 2x.
— Conditions sur la solution compléte (jamais sur y, seule !) : y(0) =2 =1;

y = —=2Asin2x+ 2pcos2x+ 2, y(0) =2u+2=0, p = —1.

y(x) = 2x + cos 2x — sin 2x = 2x +/2 cos (2x + %)

— La courbe oscille autour de la droite y = 2x avec une amplitude V2 et une période .

Réponse. y = 2x + cos 2x — sin 2x ; amplitude V2.
Correction de I’exercice 8 - Problemes aux limites

Solution générale : y = A cosx + psinx. La condition y(0) = 0 donne A = 0 dans les trois
cas :

y(x) = psinx
a) psin% = u =1 : une solution, y = sinx.
b) usinm = 0 pour tout i : infinité de solutions usinx.
c) usinm = 0 # 1 : aucune solution.

— Le théoreme de Cauchy porte sur des conditions en un méme point (y(xg) et y'(xq)).
Des conditions en deux points différents donnent un systéme linéaire en (4, u) qui peut
étre de rang 2, ou dégénéré : c’est le phénomene des modes propres (corde vibrante
fixée aux deux bouts).

Réponse. a) sinx - b) usinx, u € R - ¢) aucune.
Correction de l'’exercice 9 - Retrouver I’équation
Les solutions déterminent les racines de ’équation caractéristique r*> + ar+b =0; on

reconstruit le polynéme a partir de la somme et du produit des racines :

rP+ar+b=F—-r)r—ry)) =r*—(ri+r)r+nrr,

a) Racine double 2 : (r—2) =r?—4r+4, donca = —4, b = 4.

b) Racines 1 = 3i (conjuguées, car a, b réels) : somme 2, produit 1 + 9 =10.a = -2,
b =10.

c) Racines —1et4:a= -3, b= —4.

d) Non : I’équation caractéristique aurait trois racines distinctes 1, 2, 3, impossible pour
un polynéme de degré 2. (L’espace des solutions est de dimension 2 ; trois exponentielles
distinctes sont libres.)

Réponse. a) (—4,4) - b) (—2,10) - ¢) (—3, —4) - d) impossible.

Correction de I'exercice 10 - Oscillateur amorti : les trois régimes
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a)ri+cr+4=0A=c*-16:
c < 4 : pseudo-périodique, c = 4 : critique, c > 4 : apériodique
— (c = 0 : oscillations harmoniques non amorties de pulsation 2.)

b) r=—-1+i/3 : x(t) = e {(A cos V3t + usin/3t), pseudo-période 3_—37 ~ 3,63.

C)r’+5r+4=>r+1Dr+4):x(t) =27+ pe ™. x(t) = 0 = 23 = —p : au plus une
solution en t. Le mobile passe au plus une fois par I’équilibre.

d) Le régime critiquec=4:x= (A + pt)e_zt. Plus d’amortissement ralentit le retour (la

—c+Vc%2-16
2

réglage visé pour les amortisseurs.

racine se rapproche de 0), moins d’amortissement fait osciller. C’est le

Réponse. ¢ < 4 oscillant, ¢ = 4 critique, ¢ > 4 apériodique ; pseudo-période 2Z pour

/3

c=2.
Correction de I’exercice 11 - Une équation fonctionnelle

a) x ~ f(—x) est dérivable, donc f aussi, et en dérivant :
f(x)=—f(=x) = =f{—=(=x)) = —f(x)

b) f= Acos +usin. Alors f(x) = —Asinx + pcosx et f(—x) = A cosx — usinx. L’égalité pour
tout x impose (coefficients de cos et de sin) u = A.

c) Les solutions sont f(x) = A(cosx + sinx), A € R. On a raisonné par condition
nécessaire : ' = —f a une famille de solutions a deux parametres, mais toutes ne
vérifient pas f = f(—x) (par exemple cos : —sinx # cosx). La réciproque élimine un
parametre.

Réponse. f(x) = A(cosx + sinx).

Correction de I’exercice 12 - Fonctions hyperboliques
a)r==x1:y=ae*+be™™ Comme e*™ =chx +shx, c’estaussiAchx+ ushx (A =a+b,
p =a-b>b). Avantage : ch"=sh, sh"=ch,ch0=1,sh0=0.
b)y0)=2=1,y(0)=p=0:y=chx. PuisA=0etushl =1 :y=:ﬁ—’1‘.

c) y=axshx, y =a(shx+xchx), y =a(2chx+ xshx) :

y"—y=2achx=chx=>a=%
— y=%shx+Achx+ushx_

Réponse. b) chx ; :}}11—’1‘ - C) %shx + Achx + ushx.

Correction de I'exercice 13 - Solutions bornées

a)r’+r—-2=(r—-1r+2):y=2e*+pue % Sur R,, e ?* est bornée et e* ne I’est pas :
bornée si et seulement si A = 0. Sur R, il faut aussi y =0 (e > 4+ en —x) : seule la
solution nulle.

b) y"+y = 0 : toutes les solutions A cosx + usinx sont bornées sur R. y" + 2y + 2y =0 :
e (A cosx + usinx), toutes bornées sur R,, seule 0 sur R.

c)P(-1)=1-1-2=-2: V, = —%e"‘. Solutions : AeX + pe ™2 — %e"‘, bornées sur R, si

et seulement si A = 0. Puis y(0) = u — % =0:
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yx) = %(e‘2X —e™)

—2x

Réponse. a) e sur R,, O sur R - c) %(e‘z" —e™).

Correction de I'exercice 14 - Superposition de seconds membres

P(r)=r*>—r=r(r—1) : racines 0 et 1. y, = A + pe*.
— 2x (m = 0 racine simple) : y, = ax? + bx, v, =y, =2a-2ax—-b=2x,doua=-1,
b=-2:y, =-x*-2x.

— €*(m = 1 racine simple) : y, = 1;5?;) =xe* (P(1) =1).

— sinx: ﬁTliX) avec P(i) = -1 — i ; —}— = =L*L Partie imaginaire de (=1+ 1)(Cozsx+ isinx)
— COSX —sinx
Ys=" 2
Par superposition :
y=?1+11e"—x2—2x+xe"+ COSX;SlnX
— Contréle de A y3~ _ y3, — —cosx2+ sinx _ —sinx2— COSX — ginx v

Réponse. y = A + (1 + x)e* — x? — 2x + COSX_SINX,

Correction de I'’exercice 15 - Synthese : résonance d’un oscillateur forcé

a) P(r) =r* + 2&r+ 1 et P(iw) = 1 — w? + 2ifw # 0 (car &w > 0). La solution particuliére
complexe est Pe(;z) ; on prend la partie réelle, d’amplitude

1.
|P(iw)| *

Aw) = L
[ = w?? + 48%0?

b) Racines —& +iy1 — Ez, de partie réelle - < 0:y, = e %(...) » 0 (régime transitoire).

c)g(u)=-2(1-u)+ 452 =0eu=1- 262 > 0 ; g est minimale la, donc A maximale.
g(1 —28%) = 48" +48%(1 - 28%) = 48°(1 = &%), d'0ll Apay.

d) A(0,5) = 1,32; A1) = 2%? =5; w,= 0,990, Anax = 5,025 ; A(2) = 0,33. Pres de la
pulsation propre, la réponse est amplifiée d’un facteur 5 : c’est la résonance, d’autant
plus forte que I'amortissement est faible (sans amortissement, ’amplitude croit
linéairement, cf. plaquette 1).

Réponse. A(w) = ll_wzlm maximale en 1 — 252 ;pour £ =0,1, A = 5,03.
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