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Plaquette 2 - Equations linéaires
d’ordre 1 : méthodes et raccordements

Equations différentielles simples — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Exercices

Méthode

Sur un intervalle ou le coefficient de y’ ne s’annule pas, on normalise en

y + a(x)y = b(x), on résout I’homogéne (Ce™), puis on trouve une solution
particuliere (forme du second membre, produit reconnu (uy)’, ou variation de la
constante). Aux points ou le coefficient de y’ s’annule, on résout sur chaque
intervalle puis on raccorde : continuité, dérivabilité, et I’équation au point. Pour le
comportement d’une solution, on part de la formule intégrale

y(x) = e 4 (yo + [ ;b(t)e’“” dt).

Exercice 1 - Coefficient trigonométrique

Résoudre sur I = }—% %[ I’équation y’ + ytan x = cosx, puis déterminer la solution
telle que y(0) = 1.

Vs

J/

Exercice 2 - Reconnaitre une dérivée de produit

a) Résoudre sur R : (1 + x3)y +2xy = 1.

b) Résoudre sur ]0, + o[ : X%y + 2xy = e*.

c) Quelle est la limite en +« des solutions de a) ? de b) ?

-
-

Exercice 3 - Variation de la constante avec une intégration par parties

y

)
X =X Inx.

Résoudre sur 10, +o[ : y —
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Exercice 4 - Raccordement : deux constantes survivent

On considére xy — 2y = x°.

a) Résoudre sur 0, + o[ et sur ] — «, O[.
b) Déterminer toutes les solutions sur R.

c) Le probleme de Cauchy y(0) = 0 a-t-il une unique solution ? Comparer avec
I’équation xy — y = 0 (plaquette 1).

Trois solutions sur R, toutes nulles en 0

Exercice 5 - Raccordement : infinité de solutions de Cauchy

On consideére x?y +y = 0.
a) Résoudre sur ]0, + [ et sur ] — », O[.
b) Montrer qu'une solution sur R est nulle sur R,.

c) Montrer que les fonctions y(x) = Cel'/*pour x < 0 et y(x) = 0 pour x = 0 sont
solutions sur R (étudier la dérivabilité en 0).

Exercice 6 - Comportement a l’infini

On considere y +y = % sur ]O, +oof.
a) Montrer que les solutions sont y(x) = e™* (C + f: eTt dt).

b) On admet que f )1( %t dt ~ %X en +« (plaquette 4 du chapitre intégrales). En déduire
un équivalent de y(x).

c) Retrouver intuitivement ce résultat : si y varie lentement, que dit I’équation ?
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Exercice 7 - Unique solution périodique

a) Résoudre y + y = sinx sur R.
b) Montrer qu’il existe une unique solution 2m-périodique.

c) Ecrire cette solution sous la forme A sin (x — @) et interpréter A et ¢ (filtre du
premier ordre).

V A
1,5

1+

0,5 t

La solution périodique (épaisse) attire toutes les autres

G

Vs

Exercice 8 - Second membre qui converge

a) Résoudre y + y = 2 + e ™ (attention : e ™ est solution de I’équation homogene).
b) Déterminer la limite des solutions en +.

c) Plus généralement, soit a > 0 et f continue avec f(x) = £. On admet que toute
solution de y' + ay = f tend vers %. Vérifier sur a).

-

Vs

Exercice 9 - Résonance a ’ordre 1
a) Résoudre y — 2y = e?~.
b) Résoudre y — 2y = e3X.

c) Résoudre y' — 2y = xe* (chercher y = (ax* + bx)e*").

-

Exercice 10 - Passer par les complexes

-

a) Trouver une solution particuliére de y + y = e’* (& valeurs complexes).
b) En déduire des solutions particulieres réelles de y + y = cosx et de y' + y = sinx.

c) Résoudre y' + y = 3cosx — sinx.

Exercice 11 - Inégalité différentielle

Soit a € R et y dérivable sur R, telle que y'(x) < ay(x) pour tout x = 0.

a) Etudier la fonction z(x) = y(x)e™® et en déduire y(x) < y(0)e?.

b) Application : y vérifie y = —y — y2 et y(0) =1, avec y > 0 (admis). Montrer que
yx) =e™.

1

c) Vérifier avec la solution exacte y(x) = TSR
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Exercice 12 - Solution évidente

On consideére (1 —x?)y +xy=1sur]-1,1[.

a) Résoudre 1’équation homogene.
b) Chercher une solution particuliere polynomiale de degré 1.

c) En déduire la solution générale, puis celle qui vérifie y(0) = 2.

J/

Exercice 13 - Les solutions de I’7homogéne ne s’annulent pas

Soit a continue sur un intervalle I et y une solution de y’ = a(x)y.

Vs

a) Montrer que y est soit identiquement nulle, soit ne s’annule jamais sur I.

b) En déduire que deux solutions de y' + a(x)y = b(x) qui coincident en un point sont
égales.

c) Application : sans résoudre, montrer que la solution de y = (sinx)y telle que
y(0) = —3 est strictement négative sur R, et donner ses valeurs extrémes.

-
-

Exercice 14 - Second membre défini par morceaux

On considere y' + y = |x| sur R.
a) Résoudre sur 10, +«[ et sur ] — «, O].
b) Déterminer les solutions sur R (condition de raccordement en 0).

c) La solution nulle en 0 vérifie-t-elle y(x) ~ |x| en += ? en — ? Quelle solution vérifie
y(x) ~ |x| des deux cotés ?
G J

Exercice 15 - Synthése : solution périodique pour un forcage périodique

Soit f continue et T-périodique (T > 0), et I’équation (E) : y + y = f(x).

a) Montrer que si y est solution, x » y(x + T) ’est aussi. En déduire qu’'une solution
est T-périodique si et seulement si y(T) = y(0).

b) Avec y(x) = e™ (C +f Eetf(t) dt), montrer qu’il existe une unique valeur de C
donnant une solution périodique.

c) Application : f(x) = sin’x (T = ). Linéariser f et trouver directement la solution
périodique.
d) Donner la valeur moyenne de cette solution sur une période. Pouvait-on la
prévoir ?

- J
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