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Plaquette 3 – Orthogonalité, bases
orthonormées et procédé de Gram-Schmidt

Espaces préhilbertiens — Prépa MPSI / MP2I (1ʳᵉ année)
Corrections détaillées

Boîte à outils

Orthogonalité.
— Famille orthogonale de vecteurs non nuls ⇒ libre.
— Base orthonormée (ei) :

x = ∑
i

⟨x,ei⟩ei, ‖x‖2 = ∑
i

⟨x,ei⟩
2, ⟨x, y⟩ = ∑

i
xiyi

— Gram-Schmidt : v1 = u1, vk = uk−∑i < k
⟨uk, vi⟩
‖vi‖

2 vi, puis ek = vk
‖vk‖

 ; on a

Vect(e1,…,ek) = Vect(u1,…,uk).
— Orthogonal : F⊥ = {x | ∀y ∈ F, ⟨x, y⟩ = 0} ; si F = Vect(f1,…, fp), x ∈ F⊥ ⇔ ⟨x, fi⟩ = 0

pour tout i.
— F∩ F⊥ = {0} ; en dimension finie, E = F⊕ F⊥ et (F⊥)⊥ = F.
— Bessel : si (e1,…,ep) est orthonormée, ∑p

i = 1 ⟨x,ei⟩
2 ≤ ‖x‖2.

— Matrice orthogonale : QTQ = In ⇔ les colonnes de Q forment une base
orthonormée de ℝn.

Correction de l’exercice 1 – Gram-Schmidt dans R3

a) e1 = u1
‖u1‖

= 1
2

(1, 1, 0).

— v2 = u2 − ⟨u2,e1⟩e1 avec ⟨u2,e1⟩ = 1
2

 : v2 = (1, 0, 1) − 1
2 (1, 1, 0) = 1

2 ,−1
2 , 1 ,

‖v2‖
2 = 1

4 + 1
4 + 1 = 3

2 , e2 = 1
6

(1,−1, 2).

— v3 = u3 − ⟨u3,e1⟩e1 − ⟨u3,e2⟩e2 avec ⟨u3,e1⟩ = 1
2

, ⟨u3,e2⟩ = 1
6

(0 − 1 + 2) = 1
6

 :

v3 = (0, 1, 1) − 1
2(1, 1, 0) − 1

6(1,−1, 2) = −2
3, 2

3, 2
3

— e3 = 1
3

(−1, 1, 1).

b) ⟨e1,e2⟩ ∝ 1 − 1 + 0 = 0, ⟨e1,e3⟩ ∝ −1 + 1 + 0 = 0, ⟨e2,e3⟩ ∝ −1 − 1 + 2 = 0, et chaque
vecteur est normé.

c) ⟨w,e1⟩ = 5
2

, ⟨w,e2⟩ = 2 − 3 + 2
6

= 1
6

, ⟨w,e3⟩ = −2 + 3 + 1
3

= 2
3

.

— Parseval : 25
2 + 1

6 + 4
3 = 75 + 1 + 8

6 = 14 = 4 + 9 + 1.

Réponse. e1 = (1, 1, 0)
2

, e2 = (1,−1, 2)
6

, e3 = (−1, 1, 1)
3

 ; coordonnées de w : 5
2

, 1
6

, 2
3

.

Correction de l’exercice 2 – Base orthonormée d’un plan de R4

a) e1 = 1
2 (1, 1, 1, 1). ⟨u2,e1⟩ = 10

2 = 5, donc
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v2 = u2 − 5e1 = (1, 2, 3, 4) − 5
2(1, 1, 1, 1) = −3

2,−1
2, 1

2, 3
2

— ‖v2‖
2 = 9 + 1 + 1 + 9

4 = 5, e2 = 1
2 5

(−3,−1, 1, 3).

b) pF(x) = ⟨x,e1⟩e1 + ⟨x,e2⟩e2 avec ⟨x,e1⟩ = 1
2 et ⟨x,e2⟩ = − 3

2 5
 :

— pF(x) = 1
4 (1, 1, 1, 1) − 3

20 (−3,−1, 1, 3) = 5 + 9
20 , 5 + 3

20 , 5 − 3
20 , 5 − 9

20 = 7
10 , 2

5 , 1
10 ,−1

5 .

c) ‖pF(x)‖
2 = 1

4 + 9
20 = 7

10 et, par Pythagore, d(x,F)2 = ‖x‖2 − ‖pF(x)‖
2 = 1 − 7

10 = 3
10  :

d(x,F) = 0,3 ≈ 0,548.

Réponse. e1 = 1
2 (1, 1, 1, 1), e2 = (−3,−1, 1, 3)

2 5
 ; pF(x) = 7

10 , 2
5 , 1

10 ,−1
5  ; d = 0,3 .

Correction de l’exercice 3 – Polynômes de Legendre en degré 2

a) ∫1
−1 t

mdt = 0 si m est impair, 2
m+ 1 si m est pair. Donc ⟨Xp,Xq⟩ = 2

p+ q+ 1 si p+ q est

pair, 0 sinon ; en particulier ⟨1,X⟩ = ⟨X,X2⟩ = 0 (parité).

b) v1 = 1 ; v2 = X (déjà orthogonal à 1) ; v3 = X2 − ⟨X2, 1⟩
‖1‖2 1 − ⟨X2,X⟩

‖X‖2 X = X2 − 2 / 3
2 = X2 − 1

3 .

c) Normes : ‖1‖2 = 2, ‖X‖2 = 2
3 , et

X2 − 1
3

2
= ∫1

−1 t4 − 2
3t

2 + 1
9 dt = 2

5 − 4
9 + 2

9 = 8
45

— Base orthonormée : 1
2

, 3
2 X, 45

8 X2 − 1
3 .

d) X2 + X = X2 − 1
3 + X+ 1

3  : coordonnées 1
3 2, 2

3 , 8
45 sur les trois vecteurs normés

(on multiplie chaque coefficient par la norme du vecteur non normé correspondant).

Réponse. Base orthogonale (1,X,X2 − 1
3 ) ; normes au carré 2, 2

3 , 8
45  ;

X2 + X = (X2 − 1
3 ) + X+ 1

3 .

Correction de l’exercice 4 – Coordonnées dans une base orthonormée

a) Normes : 1 + 4 + 4
9 = 1 pour chacun. Produits : ⟨e1,e2⟩ = 2 + 2 − 4

9 = 0,
⟨e1,e3⟩ = 2 − 4 + 2

9 = 0, ⟨e2,e3⟩ = 4 − 2 − 2
9 = 0. Famille orthonormée de 3 vecteurs : base.

b) Dans une base orthonormée, les coordonnées sont des produits scalaires :

⟨w,e1⟩ = 3 + 0 + 6
3 = 3, ⟨w,e2⟩ = 6 + 0 − 6

3 = 0, ⟨w,e3⟩ = 6 + 0 + 3
3 = 3

— w = 3e1 + 3e3. Contrôle : (1, 2, 2) + (2,−2, 1) = (3, 0, 3).

c) 32 + 02 + 32 = 18 = 9 + 0 + 9 = ‖w‖2.

d) QTQ a pour coefficients les ⟨ei,ej⟩ = δij : Q
TQ = I3, donc Q−1 = QT (Q est orthogonale).

Réponse. Base orthonormée ; w = 3e1 + 3e3 ; 18 = 18 ; Q−1 = QT.

Correction de l’exercice 5 – Orthogonal d’un plan de R4

a) x = (a,b, c,d) ∈ F⊥ si et seulement si x est orthogonal aux deux générateurs :
a+ c = 0
b+ d = 0
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— F⊥ = {(a,b,−a,−b)} = Vect((1, 0,−1, 0), (0, 1, 0,−1)).

b) Dimensions 2 + 2 = 4. Un vecteur de F s’écrit (α,β,α,β) ; s’il est dans F⊥, α+ α = 0 et
β+ β = 0, donc il est nul.
c) On cherche x = (α,β,α,β) + (γ,δ,−γ,−δ) : α+ γ = 1, α− γ = 3, donc α = 2, γ = −1 ;
β+ δ = 2, β− δ = 4, donc β = 3, δ = −1.
— x = (2, 3, 2, 3) + (−1,−1, 1, 1). Contrôle : ⟨(2, 3, 2, 3), (−1,−1, 1, 1)⟩ = −2 − 3 + 2 + 3 = 0.

Réponse. F⊥ = Vect((1, 0,−1, 0), (0, 1, 0,−1)) ; x = (2, 3, 2, 3) + (−1,−1, 1, 1).

Correction de l’exercice 6 – Propriétés de l’orthogonal

a) F⊥ = ⋂y ∈ Fker ⟨·, y⟩ : intersection de noyaux de formes linéaires, c’est un sous-espace.
Si x ∈ F∩ F⊥, ⟨x, x⟩ = 0, donc x = 0.
b) Si x est orthogonal à tout G, il l’est à tout F ⊂ G. Pour la somme : F,G ⊂ F+G donne
(F+G)⊥ ⊂ F⊥ ∩G⊥ ; réciproquement, si x ⊥ F et x ⊥ G, alors ⟨x, f+ g⟩ = 0 + 0.

c) Si x ∈ F et y ∈ F⊥, ⟨x, y⟩ = 0 : x ∈ (F⊥)⊥. En dimension n :

dim (F⊥)⊥ = n− dimF⊥ = n− (n− dimF) = dimF

— l’inclusion devient une égalité.

d) F∩G ⊂ F donne F⊥ ⊂ (F∩G)⊥, de même pour G ; la somme de deux sous-espaces
inclus dans un troisième y est incluse. En dimension finie, en appliquant b) à F⊥ et G⊥ :
(F⊥ +G⊥)⊥ = F⊥ ⊥ ∩G⊥ ⊥ = F∩G, puis on passe à l’orthogonal avec c).

Réponse. F∩ F⊥ = {0} ; (F+G)⊥ = F⊥ ∩G⊥ ; (F⊥)⊥ = F et (F∩G)⊥ = F⊥ +G⊥ en
dimension finie.

Correction de l’exercice 7 – L’orthogonal des matrices symétriques

a) Pour S symétrique et A antisymétrique, tr(STA) = tr(SA) = −tr(SA) (on transpose et l’on
utilise tr(XY) = tr(YX)), donc ⟨S,A⟩ = 0.

b) dimS⊥
n = n2 − n(n+ 1)

2 = n(n− 1)
2 = dimAn, et An ⊂ S⊥

n  : égalité.

c) La décomposition M = M+MT

2 + M−MT

2 est la décomposition selon Sn⊕ S⊥
n  : le projeté

est la partie symétrique, et

d(M,Sn) = M−MT

2

— Ici M−MT

2 = 0 2
−2 0 , de norme 4 + 4 = 2 2. La matrice symétrique la plus proche

est 1 1
1 2 .

Réponse. S⊥
n = An ; projeté = M+MT

2  ; d(M,S2) = 2 2.

Correction de l’exercice 8 – Fonctions de moyenne nulle

a) f ⊥ C ⇔ ⟨f, 1⟩ = ∫1
0 f = 0 (il suffit de tester la fonction constante 1, qui engendre C).

b) On écrit f = m+ (f−m) avec m = ∫1
0 f (la moyenne de f) :

∫1

0 (f−m) = m−m = 0
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— donc f−m ∈ C⊥ et m ∈ C. L’intersection est nulle (une constante d’intégrale nulle est
nulle). Le projeté orthogonal de f sur C est sa moyenne.

c) m = ∫1
0 t

2 = 1
3 . d(f,C)2 = ∫1

0 t2 − 1
3

2
dt = ∫1

0 t
4 − 2

3 ∫1
0 t

2 + 1
9 = 1

5 − 2
9 + 1

9 = 4
45 .

— d(f,C) = 2
3 5

≈ 0,298 : c’est l’écart type de t2 quand t est uniforme sur [0, 1] ; la
meilleure constante approchant f est sa moyenne.

Réponse. C⊥ = fonctions d’intégrale nulle ; f = m+ (f−m) ; d(t2,C) = 2
3 5

.

Correction de l’exercice 9 – La famille trigonométrique

a) Pour j ≠ k (entiers ≥ 0), par les formules de produit :

∫2π

0 cos (jt) cos (kt) dt = 1
2 ∫2π

0 ( cos ((j− k)t) + cos ((j+ k)t))dt = 0

— (l’intégrale de cos (mt) sur une période est nulle pour m ≠ 0). De même
∫ sin (jt) sin (kt) = 0 pour j ≠ k, et
∫2π

0 sin (jt) cos (kt) dt = 1
2 ∫ ( sin ((j+ k)t) + sin ((j− k)t)) = 0 pour tous j,k.

b) ‖c0‖
2 = 2π ; ‖ck‖

2 = ∫2π
0 cos2 (kt) dt = ∫2π

0
1 + cos (2kt)

2 = π, de même ‖sk‖
2 = π. Famille

orthonormée : 1
2π

, cos (kt)
π , sin (kt)

π .

c) Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre : E contient des familles libres
de cardinal 2n+ 1 pour tout n.
Réponse. Famille orthogonale ; normes 2π , π  ; E de dimension infinie.

Correction de l’exercice 10 – L’inégalité de Bessel et la somme des 1/k²

a) Soit p = ∑n
k = 1 ⟨f,ek⟩ek, projeté de f sur Vect(e1,…,en). Alors f− p est orthogonal à

chaque ek, donc à p, et par Pythagore

‖f‖2 = ‖p‖2 + ‖f− p‖2 ≥ ‖p‖2 = ∑
n

k = 1
⟨f,ek⟩

2

b) ∫π−π t sin (kt) dt = − tcos (kt)
k

π

−π
+ ∫π−π cos (kt)

k dt = −2πcos (kπ)
k + 0 = 2π(−1)k+ 1

k .

— Donc ⟨f,ek⟩ = 2π(−1)k+ 1

k π = 2 π (−1)k+ 1

k .

c) ‖f‖2 = ∫π−π t2 dt = 2π3

3 . Bessel : ∑n
k = 1

4π
k2 ≤ 2π3

3 , soit

— ∑n
k = 1

1
k2 ≤ π2

6 . (On démontre en MP que la limite de la somme est exactement π
2

6  :

c’est l’égalité de Parseval.)

Réponse. Bessel par Pythagore ; ⟨t,ek⟩ = 2 π (−1)k+ 1

k  ; ∑k ≤ n
1
k2 ≤ π2

6 .

Correction de l’exercice 11 – Décomposition QR

a) q1 = 1
2

(1, 1). v2 = a2 − ⟨a2,q1⟩q1 = (1, 0) − 1
2 (1, 1) = 1

2 ,−1
2 , q2 = 1

2
(1,−1).

b) a1 = 2q1 et a2 = ⟨a2,q1⟩q1 + ⟨a2,q2⟩q2 = 1
2
q1 + 1

2
q2. Donc
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Q = 1
2

1 1
1 −1 , R =

2 1
2

0 1
2

c) QR = 1
2

2 1
2

+ 1
2

2 1
2

− 1
2

= 1 1
1 0 .

d) QRX = B ⇔ RX = QTB (car Q−1 = QT). QTB = 1
2

(4, 2). Remontée : 1
2
y = 2

2
, y = 2 ;

2x+ 2
2

= 4
2

, x = 1. Contrôle : x+ y = 3, x = 1.

Réponse. Q = 1
2

1 1
1 −1 , R =

2 1
2

0 1
2

 ; X = (1, 2).

Correction de l’exercice 12 – Compléter un vecteur unitaire en base
orthonormée

a) e⊥
1 :x+ 2y+ 2z = 0 (plan de dimension 2).

b) w = (2,−1, 0) vérifie 2 − 2 + 0 = 0 : e2 = 1
5

(2,−1, 0). Il reste un vecteur de e⊥
1

orthogonal à e2 ; le produit vectoriel le fournit directement :

e1 ∧ e2 = 1
3 5

(2 × 0 − 2 × (−1), 2 × 2 − 1 × 0, 1 × (−1) − 2 × 2) = 1
3 5

(2, 4,−5)

— Norme : 4 + 16 + 25
3 5

= 45
3 5

= 1. On pose e3 = 1
3 5

(2, 4,−5).

c) e3 ⊥ e1 (2 + 8 − 10 = 0) et e3 ⊥ e2 (4 − 4 + 0 = 0) : base orthonormée. Elle est directe
car e3 = e1 ∧ e2 (donc det (e1,e2,e3) = ‖e1 ∧ e2‖

2 = 1 > 0).

Réponse. e⊥
1 :x+ 2y+ 2z = 0 ; e2 = (2,−1, 0)

5
, e3 = (2, 4,−5)

3 5
 ; base orthonormée directe.

Correction de l’exercice 13 – Une matrice orthogonale symétrique

a) Les colonnes sont les vecteurs de l’exercice « coordonnées dans une base
orthonormée » : QTQ = I3. Q est symétrique (QT = Q), donc Q2 = QTQ = I3 : c’est une
symétrie.

b) detQ = 1
27

1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

= 1
27 (1(1 − 4) − 2(2 + 4) + 2(−4 − 2)) = −3 − 12 − 12

27 = −1.

c) Q− I3 = 1
3

−2 2 2
2 −2 −2
2 −2 −2

 : toutes les lignes sont proportionnelles à (−1, 1, 1), le noyau

est le plan −x+ y+ z = 0.

— Q+ I3 = 1
3

4 2 2
2 4 −2
2 −2 4

 : noyau de dimension 3 − 2 = 1 ; le vecteur (−1, 1, 1) convient (

−4 + 2 + 2 = 0, −2 + 4 − 2 = 0, −2 − 2 + 4 = 0).
— Les deux sous-espaces sont orthogonaux : Q est la réflexion (symétrie orthogonale)

par rapport au plan −x+ y+ z = 0, ce qui est cohérent avec detQ = −1.

Réponse. Q orthogonale symétrique, Q2 = I3, detQ = −1 ; réflexion par rapport au plan
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−x+ y+ z = 0.

Correction de l’exercice 14 – Gram-Schmidt sur R2[X] pour l’intégrale sur
[0, 1]

a) v3 = X2 − ⟨X2,e1⟩e1 − ⟨X2,e2⟩e2 avec ⟨X2,e1⟩ = 1
3 et

⟨X2,e2⟩ = 3 ∫1
0 (2t3 − t2) dt = 3 1

2 − 1
3 = 3

6  :

v3 = X2 − 1
3 − 3

6 3(2X− 1) = X2 − X+ 1
6

— Pour la norme, on pose s = t− 1
2  : v3 = s2 − 1

12 , et

‖v3‖
2 = ∫1 / 2

−1 / 2 s2 − 1
12

2
ds = 1

80 − 1
72 + 1

144 = 1
180

— e3 = 180 X2 − X+ 1
6 = 5(6X2 − 6X+ 1).

b) ∫1
0 t2 − t+ 1

6 dt = 1
3 − 1

2 + 1
6 = 0 et ∫1

0 t t
2 − t+ 1

6 dt = 1
4 − 1

3 + 1
12 = 0.

c) Le projeté de X2 sur ℝ1[X] = Vect(e1,e2) est X2 − v3 = X− 1
6  : c’est la meilleure

approximation affine de t2 en moyenne quadratique sur [0, 1], avec une erreur
‖v3‖ = 1

180
≈ 0,075.

Réponse. e3 = 5(6X2 − 6X+ 1) ; meilleure approximation de X2 : X− 1
6 , erreur 1

180
.

Correction de l’exercice 15 – Synthèse : racines d’un polynôme orthogonal
et quadrature de Gauss

a) X2 = 1
3 donne X = ± 1

3
≈ ±0,577, dans ] − 1, 1[.

b) Exactitude pour 1 : α+ β = 2. Pour X : − α
3

+ β
3

= 0. Donc α = β = 1.

c) P = L2Q+R avec degQ ≤ 1 et degR ≤ 1. Alors

∫1

−1P = ⟨L2,Q⟩ +∫1

−1R = 0 +∫1

−1R

— car L2 ⊥ ℝ1[X]. Et P ± 1
3

= R ± 1
3

puisque L2 s’annule en ces points. Par b)

appliqué à R : ∫1
−1P = R − 1

3
+R 1

3
= P − 1

3
+ P 1

3
. Deux points suffisent

pour le degré 3 : c’est la quadrature de Gauss.
d) e−0,5774 + e0,5774 ≈ 0,5614 + 1,7813 = 2,3427 ; valeur exacte e − e−1 ≈ 2,3504. Erreur
≈ 0,008, meilleure que Simpson (0,012) avec un point de moins.

Réponse. Racines ± 1
3

 ; ∫1
−1P = P(− 1

3
) + P( 1

3
) exact en degré ≤ 3 ; ≈ 2,3427 contre

2,3504.


