Chapitre 23 - Espaces préhilbertiens 1

Plaquette 2 - Produits scalaires et inégalités de Cauchy-Schwarz

Espaces préhilbertiens — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Produits scalaires et inégalités.

— Produit scalaire : forme bilinéaire, symétrique, définie positive.

— Exemples de référence : Ex,»yi ; fog sur C([a, b)) ; fog w avec un poids w continu,
positif, non identiquement nul ; tr(A'B) = > agbyi; >, Pla)Q(ax) sur R,[X] sil’on
prend au moins n + 1 points distincts.

— Cauchy-Schwarz :

[, W = |Ixl v, égalité = x, y colinéaires

— Formes usuelles : (Zakbk)z = 2a£2bi et (ffg)z == ffzfgz-
— Polarisation : (x,y) = 3 (Ix+yI* = IxI” = Iy1*) = L (Ix+yI* = Ix = yI*).

— Triangulaire : |x + y| < |x|| + |ly|, égalité = x et y positivement colinéaires.

b c

- J

— Forme X'SY sur R* avec S = (a b) : produit scalaire @ a > 0 et ac — b?> 0.

Correction de l'exercice 1 - Deux formes bilinéaires sur R2

a) Chaque terme est un produit d’'une coordonnée de x par une coordonnée de y : linéaire
en x et en y. Echanger x et y échange x,y, et x,y,, qui ont le méme coefficient : symétrie.

b) On compléte le carré :
006 X) = X3+ 2x1 X0 + 2X3 = (1 + x2)° +x3 = 0
— Nul si et seulement si x, = 0 et x; + x, = 0, c’est-a-dire x = 0 : défini positif.

c) wx,x) = x3+4x;x, + x5 ; pourx =(1,-1): 1 —4 + 1 = =2 < 0. Pas positif, donc pas un
produit scalaire.

d) p(e1,eq1) =1, pley, e;) =2, p(eq,ez) = 1. Donc |leq]| =1, |lex]| = J2 et cosf = % : angle
%. La base canonique n’est pas orthonormée pour ¢.
Réponse. ¢(x, x) = (x; + x2)2 + x% : produit scalaire ; y(1,—1) = —2 : non ; angle

(e1, €2) = 7 pour ¢.
Correction de l’exercice 2 - Produit scalaire par évaluations
a) Bilinéarité et symétrie : chaque terme P(k)Q(k) 1’est. Positivité :

(P, P) = P(0)* + P(1)* + P(2)* = 0.

b) Si (P,P) = 0, alors P(0) = P(1) = P(2) = 0. Pour n = 2, un polynéme de degré < 2 ayant
3 racines est nul : la forme est définie.

c) Pourn=3,P=XX-1)X-2) # 0 vérifie (P, P) = 0 : la forme n’est pas définie.
d) L;(k) = 6, donc
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2
(Li,L) = > LiK)Lj(k) = 2,646 = 6;
k=0 k

— famille orthonormée de 3 vecteurs en dimension 3 : base orthonormée. Les
coordonnées d'un polynéme dans cette base sont ses valeurs P(0), P(1), P(2).

Réponse. Produit scalaire sur R,[X] ; pas sur R3[X] (X(X —1)(X —2)); (Lo, Lq,L>5)
orthonormée.

Correction de I’exercice 3 - Un produit scalaire faisant intervenir la dérivée

a) Bilinéarité (linéarité de la dérivation et de l'intégrale), symétrie, positivité :
1
(F.N=R0)+[of?=0.
1
— Défini : si (f,f) = 0, alors f{0) =0 et f0f2 =0; f2 est continue et positive d’intégrale
nulle, donc f = 0 sur [0, 1]. Ainsi f est constante égale a f(0) = 0.

b) [1,1] =0 avec 1 # 0 : pas défini sur E. Sur F, le méme raisonnement donne f = 0 et
f(0) =0, donc f= 0 : ¢c’est un produit scalaire.

¢) fix) = fl0) + [, f(t)dt = [ 1-f(t)dt. Par Cauchy-Schwarz sur [0, x] :

X X 1
ool = (L2122 7? < x| for? = A

Réponse. (-, -) produit scalaire (car f(0) =0 et f =0); [-, -] seulement sur F ;

If00| = vxJIf f1.

Correction de I’exercice 4 - Produit scalaire a poids

1
a) Bilinéaire, symétrique, positive (]‘2 t=0sur[0,1]). Défini : si f 0 f(t)zt dt = 0, la fonction

continue positive fzt est nulle sur [0, 1], donc f(t) = 0 pour t € ]0, 1], puis f(0) = 0 par
continuité. Le poids ne s’annule qu’en un point : cela ne suffit pas a perdre le caractére
défini.

b) 11" = [otdt =2, t]” = [ t’dt = ¢, (1, t) = [ t?dt = .

(L) _ 1/3 _ 2{0)5 ~ 0,943

el ~ L
(Il %

cosf =

N

— 0 = 0,340 rad (environ 19,5°).
c){t—a,l1)= % - % =0ea= % (C’est la « moyenne pondérée » de t pour ce poids.)
2/2 2
3 .

Réponse. Produit scalaire ; cos6 = 3

;a=
Correction de l'exercice 5 - Cauchy-Schwarz pour les sommes
a) Cauchy-Schwarz dans R" avec u = (ay,...,ap) etv=(1,...,1):
(Eak- 1)2 = Daix 21> =n> a}
— Egalité si et seulement si u et v sont colinéaires, c’est-a-dire si tous les a; sont égaux.

b) En divisant par n? et en prenant la racine : 1> a;, <13 a?.
2
c) Avec ay =k : (EJE) =n>k= n-w, d'ou SVk = n/”le
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d)Avecu—(J_)etv—<F> (EJ_ F) =n <Eak2ak.
Réponse. (Eak) =n>Ya}; Dk = n,/”T"'l ; EakEGik > n?
Correction de I’exercice 6 - Cauchy-Schwarz pour les intégrales

b
a) Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire [ Jg, avecg=1:

(Firn) < fop < fir=w-als

2
b) Avec \/f et # (continues car f> 0) : (fZ\/f #) = (b - a)2 = f:ff:%. Egalité si et

seulement si/f et L sont colinéaires, c’est-a-dire f constante.

If
) [ref=e—1~1,718¢et [ret=1—e"! ~ 0,632 ; produit ~ 1,086
0€ = =1, 0 = = 0, ; produit = 1, = 1.

2
d) <f(1)\/1+t3> sf(l)(1+t3)dt— doanO\/1+t3 dt<—~ 1,118. (La valeur exacte est

proche de 1,111 : la majoration est fine.)

Réponse. (ff)2 =(b- a)ff2 ; fff% > (b —a)?, égalité ssi f constante ; d) = g

Correction de l'exercice 7 - Trace et produit scalaire de Frobenius
a) (ATB)JU = Eiaijb,j, donc tr(ATB) = Eiljaijb,j : ¢’est le produit scalaire canonique de ]R{"Z, en
rangeant les coefficients en un vecteur.
b) trA = (I,, A) et |I,]|* = n. Par Cauchy-Schwarz :
(trA) = (I, A)* < | LI *IAlI* = ntr(ATA)
c) Si S est symétrique et T antisymétrique : (S, T) = tr(STD = tr(ST), et aussi
=tr((ST)") = tr(T'S") = —tr(TS) = —tr(ST). Donc (S, T) = 0.
d) JAI*=1+4+9+16 =30, |A] =/30. (trd)* = 25 < 2 x 30 = 60.
Réponse. (A,B) = > a;b; ; (trA)’ < n|A|*; S, L A, ; d) /30, 25 < 60.

Correction de l'’exercice 8 - Polarisation : retrouver le produit scalaire
a) En développant ||x + y|* = |x]|* + 2(x, y) + |ly*

Cx#ylP == lvl® _16-4-9 _ 3
(X, y) = 2 = 2 )

b) [x —y|*=4—-3+9 =10, donc |x — y| =/10.
I2x -yl =4x4-4x3 +9=16-6+9 =19, donc /19.

— Controle par le parallélogramme : 16 + 10 =26 =2 x4+ 2 x 9.

3/2 _ 1
2x3 4

d) Non : I'inégalité triangulaire impose ||x + y|| = 5. (Avec 6, on trouverait
x,y) = 365—13 =11,5> 6 = |x||||ly|l, contraire a Cauchy-Schwarz.)

c) cosf =

Réponse. (x,y) 2 ; Ix =yl =V10, |2x —y|| =19 ; cosO = Z ; d) impossible.
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Correction de I’exercice 9 - Théoreme de la médiane

a)AB=u-vetAC = —u —v. En développant :
AB*+AC? = |u = v|* + |u + v||* = 2|u|® + 2|v|?
— (les doubles produits ¥2(u, v) se compensent). Or ||v| = AM et ||u| = MB = BC
AB? + AC? = 2AM? + 2BC” = 2aM? + B,
b) C’est I'identité ||u + v||2 + ||lu— v||2 = 2||u||2 + 2||v||2 : dans le parallélogramme construit
sur u et v, la somme des carrés des diagonales égale la somme des carrés des cotés.
c) 25 + 49 = 2AM? + 32, donc AM” = 21 et AM =21 = 4,58.

2
Réponse. AB” + AC® = 2AM” + B&— ; AM = /2T

Correction de I'exercice 10 - Cas d’égalité de l'inégalité triangulaire

a) En élevant au carré (quantités positives) :

e+ yI* = IxI” + 2003 +Iyl%, Axi+ IyD® = IxI® + 20yl + Iyl
— L’égalité équivaut a (x, y) = |x|l|yv].
b) C’est le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz : y = Ax. Alors (x, y) = 2&||x||2 et
IxIvil = |A|||x||2 : égalité si et seulement si A = |A|, soit A > 0 (y = 0).
c) Pour la norme W : si et seulement si g = Afavec A > 0.

d)x=(1,0)ety=(1,1) : max(1,0) + max(1,1) = 2 et max(2,1) = 2. Egalité, mais x et y
ne sont pas colinéaires : pour cette norme non euclidienne, les « segments » de la sphere
unité permettent 1’égalité.

Réponse. Egalité = (x,y) = |x|||y]| © y = 2x, A > 0 ; faux pour la norme max.

Correction de I’exercice 11 - Angle entre deux polynomes

P xdy — (Lp+agy — 1 iculi Pl = 1

a) (X", X") fot dt EVERE En particulier || X" it
b) cos(1,X) = 1/2 =£:ang1eﬂ.

1x L 2 6

J3

— Cos(XX ) = 1 /41 = “115 =~ 0,968 : angle = 0,25 rad.

BT
c) En général :

_1
COS(Xn,Xn+1) = 12n+21 = \/(21’1 -;;)4(_22714'3) =\/]_ —71 5 -1
2n+12n+3 (2n+2)

— Les mondmes deviennent « presque colinéaires » : sur [0, 1], t" et t"* ! ont presque la
méme forme. C’est ce qui rend la base (1,X, ...,X") trés mal adaptée aux calculs
d’approximation (matrice de Hilbert), et motive l’orthonormalisation.

(1,X): Z.cos(X,X""H=1-—1_ _ 51

) Poxydy —_ 1
Réponse. (X", X") = p+q+1' (2n + 2)*

Correction de l'exercice 12 - Minimiser sous une contrainte linéaire

a) Pour tout (x, y, 2) vérifiant la contrainte :
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=(X+2y+32)° =2+ y*+22)(1+4+9)

— donc x*+y* +2% = % = 14. Egalité si et seulement si (x,y,2) = A(1,2,3) ; la
contrainte donne 14A = 14, A = 1. Minimum 14, atteint en (1, 2, 3).
b) On cherche le point du plan x + 2y + 3z = 14 le plus proche de l’origine : c’est le

projeté orthogonal de O sur le plan, dirigé par le vecteur normal (1, 2, 3). La distance de
O au plan est /14 = 14

S 1a
2
c) ¢* < llull®lal?, donc Ju||® = -, atteint en u = (0.
a a
Réponse. Minimum 14 en (1, 2, 3) ; en général e enu= T 0"2
a a

Correction de I’exercice 13 - Encadrer une intégrale
1 1
a) Intégration par parties : I = [tetjo —[,eldt=e—(e—1)=1.

b) [ot? = Let fre? ==L ~3,195:

’=1<1%x3195=1,065

w

— L’inégalité est vérifiée, et assez fine : t et el sont « presque colinéaires » sur [0, 1]
(toutes deux croissantes).

c) Avec Jt etet:
1 1 _
— JP=[otdex [ye72dt =4 x 1= < 0,216, donc J < 0,465.
— (Valeur numérique : J = 0,379. L’écart vient de ce que Jt croit quand e~! décroit : loin
de la colinéarité.)

1~ 1,065 ;] = 1=~ ~ 0,465.

Réponse.I=1;1se6

Correction de I’exercice 14 - Norme sous-multiplicative sur les matrices

a) (AB); = Ekaikbkj est le produit scalaire de la ligne i de A par la colonne j de B. Par

Cauchy-Schwarz :
K K

. , 2 2 2 2 2
— En sommant surietj: |AB|" = 3,3, ak x 2,3, bi; = |A|"IB]".
b) |I,| = /n : cette norme ne vaut pas 1 en l'identité (contrairement aux normes
subordonnées).

21
11

Réponse. |AB| < |AIIBI; Il =vn;c) 7 < 9.

c) ||A||2=||B||2=3.AB=< > IAB|°=4+1+1+1=7=<0.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : produit scalaire défini par une
matrice 2x2

a) x'Sy est linéaire en x et en y (produit matriciel). Symétrie : x'Sy est un scalaire, égal a
sa transposée y'S'x = y'Sx.

b) ¢(x,x) = ax? + 2bx;x, + cx3.Sia >0 :
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b\ b
o(x, x) = a(xl + EX2> + ac%x%
— Sia>0etac—b*>0:somme de deux carrés a coefficients positifs, nulle seulement
si x, = 0 puis x; = 0. Réciproquement, @(e, e;) = a doit étre > 0, et pour x = (—%, 1),

2
o(x, x) = % doit étre > 0.

c)a=2>0,ac—b*=1>0: produit scalaire. Gram-Schmidt : (e, e1) = 2, donc f; = ‘L

R
plexel) , _ 1, —(_1 . — 1 1 =1
e el = €2 2el_< 2,1>,cp(v2,v2)—2><4+2><1><< 2>+1 L

1
donc f, = \/5(—% 1) = (—gﬁ)

Puis Vo =€y —

1 2 /2 0 = 0
d)p=(V2 2 |.spP= a7 ,etavec P' = EJ_
0 V2 2 2 -2 2
L2 0
Plsp=| "2 =

27 422 72

— la matrice du produit scalaire dans une base orthonormée est l'identité.

Réponse. Produit scalaire ssia > 0 et ac — b*>0 1= \/f(—% 1) . P'Sp = I,.
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