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Plaquette 3 - Orthogonalité, bases
orthonormées et procédé de Gram-Schmidt

Espaces préhilbertiens — Prépa MPSI / MP2l (1 année)

Exercices

Méthode

Dans une base orthonormeée, tout devient simple : les coordonnées sont des
produits scalaires, la norme se calcule par Pythagore, la matrice de passage est
orthogonale. On en fabrique une par le procédé de Gram-Schmidt : on retire a
chaque vecteur ses composantes sur les vecteurs déja construits, puis on normalise.
Pour I'orthogonal d’un sous-espace F, on écrit que x est orthogonal a chaque
vecteur d'une famille génératrice de F : cela donne un systeme d’équations. En
dimension finie, E=F & F* et dimF* = dimE — dimF.

Dans R? euclidien canonique, orthonormaliser la base u; = (1,1, 0), u, = (1,0, 1),
uz;=(0,1,1).

a) Construire e, puis e,, puis es.

b) Vérifier que la famille obtenue est orthonormée.

c) Ecrire les coordonnées de w = (2, 3, 1) dans la base (e, e,, e3) et vérifier ||w||2.

Exercice 2 - Base orthonormée d’un plan de R4

Dans R* canonique, soit F = Vect(u,, uy) avecu; =(1,1,1,1) et up, = (1,2, 3,4).

a) Construire une base orthonormée (e, e;) de F.
b) Calculer le projeté orthogonal de x = (1,0, 0, 0) sur F.

c) En déduire la distance de x a F.
G J

Exercice 3 - Polynomes de Legendre en degré 2

Sur R,[X], on pose (P, Q) = fl_lP(t)Q(t) dt.

a) Calculer (X”, X% pour p + q < 4 et justifier que (1,X) = (X, X?) = 0.
b) Orthogonaliser (1,X,X2) et obtenir (1, X, X2 - %).

c) Normaliser cette base.

d) Ecrire X? + X dans la base orthonormée obtenue.

Exercice 4 - Coordonnées dans une base orthonormée

Soient e; = %(1, 2,2), e5 = %(2, 1,-2), e3= %(2, -2,1).

a) Vérifier que (eq, e,, e3) est une base orthonormée de R>.
b) Déterminer les coordonnées de w = (3, 0, 3) sans résoudre de systeme.
c) Vérifier 1’égalité de Parseval.

d) La matrice Q de colonnes e, e,, e; vérifie-t-elle QT = Q_1 ?
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Exercice 5 - Orthogonal d’un plan de R4

Dans R* canonique, soit F = Vect((1,0, 1,0), (0,1, 0, 1)).
a) Déterminer F* par un systéme d’équations, puis une base.
b) Vérifier que dim F + dimF* =4 et que FnF* = {0}.
c) Décomposer x = (1,2, 3,4) selon F & F*.

-
-

Exercice 6 - Propriétés de I’orthogonal

Soient F et G deux sous-espaces d’'un espace préhilbertien E.
a) Montrer que F* estun sous-espace et que F N F+ ={0}.
b) Montrer que FC G = Gt C FL, et que (F + G)l =F‘nG*.
c) Montrer que F C (F l)L, avec égalité si E est de dimension finie.
d) Montrer que F L+ G c(FNG)*, avec égalité en dimension finie.

Vs
-

Exercice 7 - L’orthogonal des matrices symétriques

On munit M, (R) du produit scalaire (A, B) = tr(ATB).
a) Rappeler pourquoi A, C S,f.
b) En déduire, par les dimensions, que Sy = A,,.

-1 2

, . s . 1 .
c) Déterminer le projeté orthogonal de M sur S, et la distance de M = < 3> as,.
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-

Exercice 8 - Fonctions de moyenne nulle

Sur E = C([0, 1], R), on pose (f, g) = f(l)fg, et C le sous-espace des fonctions
constantes.

a) Montrer que C* est ’ensemble des fonctions d’intégrale nulle.

b) Montrer que E=C & C* et donner la décomposition de f.

c) Calculer la distance de f(t) = t>2acC, et interpréter en termes de variance.
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Exercice 9 - La famille trigonométrique

Sur E = C([0, 2], R) muni de (f, g) = f(z)nfg, on considére ¢y =1, ¢, = cos(k-),
sy=sin(k-) (k = 1).

a) Montrer que (cq, €1, S1, -.., Cn, Sp) €st une famille orthogonale.

b) Calculer les normes et en déduire une famille orthonormée.

c) En déduire que dimE = + .

-
-

Exercice 10 - L’inégalité de Bessel et la somme des 1/k?

sin (kt)
JII

a) Démontrer 1'inégalité de Bessel : ZZ _1{f er)’ < ||ﬂ|2.

Sur C([—m, ]) muni de (f, g) = flznfg, soit e (t) = , k = 1 (famille orthonormée).

b) Pour f(t) = t, calculer (f, e) (intégrer par parties).
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c) En déduire que EZ 1

-
G

Exercice 11 - Décomposition QR

Soit A = <1 (1)> de colonnes aq, a,.

a) Orthonormaliser (a;, a;) par Gram-Schmidt : on obtient (q,, q,).
b) Exprimer a; et a;, dans la base (q,, q,) et en déduire A = QR avec Q orthogonale
et R triangulaire supérieure a diagonale positive.

c) Vérifier le produit.

d) Utiliser la décomposition pour résoudre AX = (3, 1)T.

Exercice 12 - Compléter un vecteur unitaire en base orthonormée

Soit e, = %(1, 2,2) € R,

-
G

a) Déterminer ei (équation).
b) Trouver une base orthonormée (e,, e3) de ei en partant du vecteur (2, —1, 0).
c) Vérifier que (e, e, e3) est une base orthonormée directe, en calculant e; A e5.

s
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Exercice 13 - Une matrice orthogonale symétrique

12 2
SoitQ=% 21 =2
2 -2 1

a) Montrer que Q est orthogonale et symétrique. En déduire Q*=1I 3.
b) Calculer det Q.
c) Déterminer ker (Q — I3) et ker (Q + I3), et reconnaitre 1’application.

-
G

Exercice 14 - Gram-Schmidt sur R2[X] pour I’'intégrale sur [0, 1]

1
Sur R,[X], on pose (P, Q) = [,PQ.
a) Orthonormaliser (1, X, Xz) ; on pourra réutilisere; =1 et e, = J3(2X —1).
b) Vérifier que e; est orthogonal a 1 et a X.

¢) En déduire la meilleure approximation de X* par un polynéme de degré < 1 pour
la norme associée.

1
Sur R3[X], avec (P,Q) = [_; PQ, soit L, = X* — 1 (orthogonal a R, [X]).

a) Montrer que L, a deux racines réelles +—== situées dans 1 — 1, 1.

b) On cherche a, B tels que filP = aP(—%) + BP(%) pour P € R [X]. Montrer que
a=p=1.
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c) Montrer que cette formule reste exacte pour tout P € R3[X] (écrire la division
euclidienne P = L,Q + R).

1
d) Application : approcher [ _1 eldt et comparer a la valeur exacte.
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