Chapitre 20 - Espaces vectoriels 1

Plaquette 4 - Dimension finie : rang, sommes, supplémentaires

Espaces vectoriels — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Dimension finie.

— Dans un espace de dimension n : une famille libre a au plus n vecteurs, une famille
génératrice au moins n ; n vecteurs libres (ou générateurs) forment une base.

— FCE=dimF <dimE, etdimF =dimEeF=E.

— Rang d’une famille : rg(uy, ..., up) = dimVect(uy, ..., up).

— Systeme homogene de p équations, n inconnues, de rang r : I'’ensemble des
solutions est de dimensionn—r=n — p.

— Grassmann :

dim (F+ G) =dimF + dim G — dim (F N G)

— Supplémentaires : E=F&G=FNG={0} etdimF + dimG = dimE. Tous les
supplémentaires de F ont la dimension dimE — dim F.

— Hyperplan (sous-espace de dimension n — 1, noyau d’une forme linéaire non
nulle) : sia ¢ H, E = H & Vect(a).

— Somme directe de p sous-espaces : F; + ... + F, est directe
= dim (EFI) = > dim F; (les intersections deux a deux nulles ne suffisent pas).

- J

Correction de I’exercice 1 - Dimensions de sous-espaces de matrices

On exhibe une base formée de matrices élémentaires E;;, ou 'on compte les équations
indépendantes.

a) D, = Vect(E 4, ..., Ep,), famille libre (sous-famille de la base canonique) : dimD,, = n.

b) Base (Ej); . : il y a n coefficients sur la diagonale, n — 1 sur la suivante, ..., 1 dans le
coin :
AmT, =n+n—-1)+...+1 =w

c) T est le noyau de la forme linéaire non nulle tr : c’est un hyperplan, dimT = n? — 1.
Base : les Ej; (i = j) et les E;; — Ep, (i < n), soit n®> —n + n — 1 matrices.

d) n équations EJ.m,»j = 0, portant sur des coefficients disjoints (une par ligne), donc
indépendantes : dimL = n? — n. Autre vue : chaque ligne est un vecteur de ’hyperplan
X1 +...+x,=0deR", de dimension n— 1, et les n lignes sont indépendantes : n(n — 1).
— Pourn =2 : D, de dimension 2, TQL de dimension 3 (a, b, d libres), T de dimension 3 (

a, b, clibres, d = —a), L de dimension 2 (les matrices <Z :a>).
nn+1)
2

Réponse. n ; :n?—-1;n*-n.

Correction de l’exercice 2 - Hyperplan et droite supplémentaire

a) Intersection : six € HNnVect(a), x=2a;siA #0,a= %x € H, exclu. Donc x = 0.

— Dimensions : dimH + dimVect(a) = (n — 1) + 1 = n. Avec l'intersection nulle :
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Chapitre 20 - Espaces vectoriels 2

E = H & Vect(a)

b) H est le noyau de la forme linéaire ¢:P - P(1), non nulle (¢(1) = 1) : H est un hyperplan
de dimension n dans R,[X] (de dimension n + 1). Le polynome constant 1 n’est pas dans
H : para), E = H® Vect(1).

c) On écrit P = (P —P(1)) + P(1) : le premier terme s’annule en 1, le second est constant.
IciP(1)=3:X°+2X=(X"+2X-3)+3, et X° + 2X - 3 = (X — 1)(X* + X + 3) s’annule bien
enl.

d)X¢ Hcarl =0 :para), E=H @ Vect(X). La décomposition est alors
P=(P-P1)X)+P(1)X: X3 +2X = (X3 — X) + 3X. De méme, tout polynéme Q avec
Q(1) # 0 engendre un supplémentaire de H.

Réponse. E = Ho Vect(a) ; X° +2X = (X" +2X-3)+ 3 = (X° - X) + 3X.
Correction de l'exercice 3 - Grassmann dans R5

a) Par Grassmann, et parce que F + G C R’ :
dim(FNG) =dimF+dimG—-dimF+G)=3+4-5=2
b) De plus FN G C F, donc dim (F N G) = 3. Les valeurs possibles sont 2 et 3. Avec
(eq, ..., es) la base canonique :
— F =Vect(ey, e;, e3), G =Vect(ey,e,,e4,e5) : FNG = Vect(eq, e;), dimension 2 (et
F+G=R";
— F =Vect(e, ey, e3), G =Vect(eq,ey,e3,e4) : FCG, FNG = F, dimension 3.
c)dim(FNG)=3+3—-5=1et=<3:valeursl, 2, 3.
— Vect(eq, e;, e3) et Vect(es, ey, e5) : intersection Vect(es), dimension 1 ;
— Vect(ey, e,, e3) et Vect(e,, e3, e4) : dimension 2 ;
— F =G : dimension 3.

. . 5 . . A .
— Deux sous-espaces de dimension 3 de R” ne peuvent jamais étre en somme directe :
leur somme serait de dimension 6 > 5.

Réponse. a) =2;b)20ou3;c)1, 2ou3.

Correction de I'’exercice 4 - Un supplémentaire dans les polynomes

a) P(0) = P(1) = 0 signifie que 0 et 1 sont racines, soit X(X — 1) | P. Donc P = X(X - 1)Q
avec degQ = n — 2. Réciproquement, un tel produit s’annule en 0 et 1.

— La famille (X(X — 1)X"), -« = ,_ 5 est échelonnée en degré : base de F, et dimF = n — 1.

b) Intersection : un polynéome de degré < 1 qui s’annule en 0 et en 1 a deux racines, il
est nul. Dimensions : (n—1)+2 =n+1 =dimR,[X]. Donc
R,[X] = F & R,[X]

c) La composante dans R[X] est I'unique L de degré < 1 tel que P — L € F, c’est-a-dire
L(0) = P(0) et L(1) = P(1) : c’est I'interpolation affine de Pen O et 1,

L =P(0)+ (P(1) - P(0))X
d)P(0)=0,P(1)=1:L=X,etX°—X=X(X-1)(X+ 1) € F. Donc
X’ =XX-1)X+1)+X.

Réponse. dimF=n—-1; R, [X]=F & R;[X]; L = P(0) + (P(1) — P(0))X ;
X=XX-1)X+1)+X.
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Correction de l'exercice 5 - Trois droites du plan : piege de la somme
directe

a) Deux vecteurs directeurs distincts parmi (1, 0), (0, 1), (1, 1) ne sont jamais colinéaires :
les droites sont distinctes, leur intersection est {0}.

b) Non: (1,1)=(1,0)+(0,1)+ 0 avec (1,0) € D4, (0,1) € D,, 0 € D3, et aussi

(1,1) =04+ 0+ (1,1). La décomposition n’est pas unique. Les intersections deux a deux
nulles ne suffisent pas des trois sous-espaces.

c) La somme est directe si tout x € EF,- s’écrit de facon unique x = Ex,- avec x; € F; ; de
fagon équivalente, si D x; = 0 entraine x; = 0 pour tout i.

— En réunissant des bases B; des F;, on obtient une famille génératrice de la somme, de
cardinal > dim F;. Elle est libre si et seulement si la somme est directe (une relation
entre ces vecteurs se regroupe en Y x; = 0 avec x; € F;). Donc :

somme directe = dim <2F,~> = EdimFi

— Icidim (D + D, + D3) = 2 < 3 : pas directe.

d) Toute matrice se décompose en partie diagonale, partie strictement au-dessus et

"("2_ D n(nz_ 1) de somme n2. Par

partie strictement en dessous ; les dimensions sont n,
c), la somme est directe et égale a M,(R).

Réponse. Intersections deux a deux nulles mais somme non directe (dim = 2 < 3) ;
critére : dim > F; = > dim F;.

Correction de l’exercice 6 - Rang d’une famille selon un parametre

a)u+v+w=(a+2)(1,1,1). On échelonne en retranchant u :
v—-u=0,a-1,1-a)=(a-1)0,1,-1), w—u=(@@@-1,0,1-a)=(@-1)(1,0,-1)

b) Vect(u, v, w) = Vect(u,v—u, w — u).

— Sia=1:u=v=w=(1,1,1), rang 1.

— Sia=#1:Vect(u, v,w) =Vect(y, (0,1,—-1),(1,0,—1)). On cherche si u est combinaison
des deux autres : a(0,1,-1)+B(1,0,-1) =B, a,—a—B) =(1,1,a) imposea = =1 et
a=-2.

— Donc:rang 2sia=—-2,rang 3sia ¢ {1, -2}.

c)aé¢ {1,-2} : Vect(u,v,w) = R3. a = 1 : la droite Vect(1,1,1).a=-2:u+v+w=0et

le plan engendré est Vect((0, 1, —1), (1,0, —1)), d’équation x + y + z = 0 (les trois vecteurs

ont une somme de coordonnées a + 2 = 0).

Réponse. Rang 3sia ¢ {1,-2};1sia=1;2sia=-2(planx+y+2z=0).
Correction de l’exercice 7 - Racine double imposée

a) P~ P(1) et P~ P’(1) sont linéaires, F est 'intersection de leurs noyaux. Par la formule
de Tayloren 1 :

PY(1)

[ X n*

P=P)+P(1)X-1)+ D,
k=2

— donc P € F si et seulement si P est combinaison des (X — 1)k pour k = 2, c’est-a-dire
P=(X-1)’QavecdegQ =n-—2.

b) Base (X — 1)%, (X - 1)%,...,(X = 1)"), échelonnée : dimF = n — 1.
c) Hy =ker(Pw~ P(1)) et H, = ker(P ~ P'(1)) sont deux hyperplans de R,[X] (dimension n).
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Ils sont distincts : X —1 € Hy mais (X —1)"=1, donc X -1 ¢ H,. Alors H, + H, contient
strictement H,, donc H; + H, = R, [X], et par Grassmann
dim(H NnHy;)=n+n—-(n+1)=n-1.

d) Vect(1,X — 1) = R{[X] est un supplémentaire (intersection nulle, 2+ (n—1)=n+1). La
composante de X" dans R;[X] est sa partie affine de Tayloren1:1+n(X-1). Ainsi

— X"=X"-1-n(X-1))+ (1 +n(X —1)), et le premier terme s’annule en 1 ainsi que sa
dérivée (n — n = 0).

Réponse. F = (X — l)an_z[X], dimF = n — 1 ; supplémentaire R;[X] ;

X'=X"-nX+n-1D+nX-n+1).

Correction de I’exercice 8 - Somme et intersection dans R4

a)y=—-xett=-2:(x,—-x,2,—2) =x(1,-1,0,0) + z(0,0,1, —1). Base

(g]_l gz) = ((1I _]—l OI O)l (OI 01 1' _1))1 dlmG = 2-

b) Un vecteur de F s’écrit au; + Bu, = (a + B, B, a, 0). Il est dans G si et seulement si
(a+B)+B=0 et a+0=0

— donca=0puisfp=0:FNnG={0}.

c) Grassmann : dim(F+G)=2+2—-0=4, donc F+G =R*: Fet G sont
supplémentaires, il n'y a pas d’équation a chercher (la somme est tout I’espace).

— Controle : la famille (uq, u,, d,,9,) doit 8tre une base de R*. Par exemple
e, =1(0,0,0,1) s’écrit : au; +Buy + yg, +6g, = (a+B+y, -y, a+6, —6)=(0,0,0,1)
donneb6=-1,a=1,B=p,1+28=0:8=yp= —%. La décomposition existe bien.

Réponse. dimG=2;FNG={0}; FeG=R"
Correction de l’exercice 9 - Egalité par inclusion et dimension
a) Une base B de F est une famille libre de G de cardinal dim G : ¢’est une base de G.
Donc G = Vect(B) = F.
b)Sia1+X)+b(1-X)+ c(X2 + X) = 0, le coefficient de X? donne ¢ = 0,puisa+b=0et
a—b =0, donc a = b = 0. Trois vecteurs libres dans un espace de dimension 3 :
Vect(l +X,1 - X, X*+X) CR,[X] et dim =3 = dimR,[X]
— d’ou I'égalité : c’est une base.

c)(0,1,2)=(2,3,4)—-2(1,2,3)et (1,1,1) = (2,3,4) — (1, 2, 3) : le second espace est inclus
dans le premier. Les deux familles sont libres (vecteurs non colinéaires), les deux espaces
sont des plans : ils sont égaux.

d) XR[X] (polynomes sans terme constant) ne contient pas 1 : inclusion stricte. Pourtant,
P - XP est linéaire et bijective de R[X] sur XR[X]. En dimension infinie, un sous-espace
strict peut étre « aussi gros » que ’espace : I'’argument de dimension n’a plus de sens.

Réponse. F C G et dimF = dimG = F = G ; b) base ; ¢) égalité ; d) contre-exemple
XR[X] € R[X].

Correction de l’exercice 10 - Solutions d’un systéeme homogene : n moins le
rang

a) Ly =L, + L, : la troisiéme équation est redondante. L; et L, ne sont pas
proportionnelles : le rang est 2.

b) L’ensemble des solutions est de dimension
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dimS=n-r=5-2=3
— L1+ Ly:2(x1+Xx3+x5)=0; Ly —Ly:2(xy+ x4) =0.
— Donc x; = —x3 — x5 et X, = —X4, avec X3, Xy, X5 libres :
— (x3,X4,Xx5) =(1,0,0) donne (—-1,0,1,0,0) ; (0,1, 0) donne (0,—-1,0,1,0); (0,0,1) donne
(=1,0,0,0,1).
— Ces trois vecteurs sont libres (regarder les coordonnées 3, 4, 5) : base de S.

c) Non : le rang est au plus 4, donc dimS = 7 — 4 = 3 > 0. Un systeme homogene ayant
plus d’inconnues que d’équations a toujours des solutions non nulles.

Réponse. Rang 2 ; dim S = 3, base ((-1,0,1,0,0),(0,-1,0,1,0),(-1,0,0,0,1)) ; ¢c) non,
dim S = 3.

Correction de I’exercice 11 - Intersection de conditions sur un polynéme

a) P(0) = P(1) = P(2) = 0 équivaut a X(X — 1)(X —2) | P, soit P = X(X — 1)(X — 2)(aX + D).
Base X(X - 1)(X — 2), XZ(X —1)(X — 2)), dimF = 2 (trois conditions indépendantes sur un
espace de dimension 5).

2

b) G est le noyau de la forme linéaire P - f oP, non nulle (elle vaut 2 en P =1) :

hyperplan, dimG = 4.

c) Soit w = X(X — 1)(X — 2) = X° — 3X* + 2X. Par symétrie autour de 1 (w(2 — t) = —w(t)),
2 2

fow = 0. Calculons aussi fo tw(t)dt :

2
4 _ 0,3 2 _ 32 _ 16 _96-180+80 _ _ 4
Jo -3t + 27y dt = 32 — 124 & N L

2

— Pour P = (aX + b)w : fOP = a(—%) + b x 0, nul si et seulement si a = 0.

— F NG = Vect(w), de dimension 1.

— Grassmann : dim(F+ G) =2+4 —1 =5 = dimRy[X], cohérent avec F ¢ G (
Xw € F \ G), qui force F + G a contenir strictement ’hyperplan G.

Réponse. F = Vect(w,Xw) avec w = X(X — 1)(X — 2) ; G hyperplan ; F N G = Vect(w).

Correction de I’exercice 12 - Tous les supplémentaires ont la méme
dimension

a) On complete une base (f, ...,fp) de F en une base (f}, ..., f,) de E (base incomplete) :
G = Vect(fp +1, .- f) est un supplémentaire. Si G" est un supplémentaire quelconque,
Grassmann donne

n=dimF+G)=p+dimG -0, donc dimG =n-p

b) dimD + dim P, = 3 ; il reste a étudier l'intersection. (t,t,t) € P, = t(2 + ¢) = 0. Si
c # —2,seul t =0 convient, et D ® P, = R>. Sic=-2,DcC P_, et la somme n’est pas
directe.

c) On cherche (3,0,0) = (t,t,t) + (x,y,z) avec x+y=0:x=3—-t, y=—t,z=—t, et
x+y=3—2t=0d0nnet=%.

— (3,0,0) = (% % %) + (% —%, —%) et le second vecteur vérifie bien x + y = 0.

d)Oui: FNG = {0} etdimF + dimG = n donnent dim(F+ G) =n, donc F+ G =E. C’est
le critere pratique des supplémentaires en dimension finie.

Réponse. dim d’un supplémentaire = n — p ; P, supplémentaire de D ssic # —2 ;

(3' O' 0) = (%l %l %) + (gl _%l _%).
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Correction de I’exercice 13 - Complexes vus comme espace réel : dimension

a) Sur C : base (1,X, ...,X"), dimension n+ 1. Sur R : base (1,i,X,iX, ..., X",iX"), dimension

2(n+1).

b) F est le noyau de la forme C-linéaire non nulle P ~ P(i) : hyperplan de C,[X], donc
dimcF=2, dlmRF=2X2 =4

— Base complexe : (X —i, X(X —1)).

c) X € G mais iX ¢ G : pas un C-sous-espace. En revanche, une combinaison réelle de

polyndémes réels est réelle : G = R,[X] est un R-sous-espace de dimension réelle 3.

d) Un polynéme réel P tel que P(i) = 0 vérifie aussi P(—i) = P(i) = 0, donc x?+1 | P; en

degré =2 :P = a(X2 + 1) avec a réel.

— FNG-= VectR(X2 + 1), dimension réelle 1. Controle par Grassmann (sur R, dans C,[X]
de dimension 6) : dimg (F+ G) =4+ 3 -1 =6, donc F+ G = C,[X].

Réponse. dimg =n+ 1, dimg = 2n+ 2 ; dimgF = 4 ; G = R,[X], R-sous-espace de dim 3 ;

FNG = Vectg(X*+1).

Correction de I’exercice 14 - Rang et ajout de vecteurs

a) Vect(u;) C Vect(u;, v) = Vect(u;) + Vect(v), d’ou par Grassmann
r=rg(uy,...upv)<r+1

— Il y a égalité a gauche si et seulement si les deux espaces sont égaux, c’est-a-dire
v € Vect(u;).

b) sin? = 1 — cos? et cos (2x) = 2cos2x — 1 : sin® et cos (2 - ) sont dans Vect(1, cos?). La
famille (1, cos?) est libre (cos? n’est pas constante). Rang 2.

c) cos (3x) = 4 cos®x — 3cosx : ce vecteur est dans Vect(cos, cos®). Reste

(1, cos, cos?,cos3) : sia+ bcosx + ccos?x + dcos®x = 0 pour tout x, le polyndéme

a + bt + ct® + dt® s’annule pour tout t = cosx € [-1, 1], donc en une infinité de points : il
est nul. Cette famille est libre, le rang vaut 4.

Réponse. b) rang 2 ; c) rang 4 (cos3x = 4 cos3x — 3 cosx).
Correction de I’exercice 15 - Synthese : ’espace des carrés magiques 3x3

a) M € K s’écrit : il existe s tel que 8 sommes linéaires valent s. Autrement dit, K est
I’ensemble des M telles que (M, s) vérifie un systeme linéaire homogene en 10
inconnues ; si M, N € K, chaque somme de AM + N vaut As(M) + s(N) : AM + N €K et
S(AM + N) = As(M) + s(N).

b) La ligne du milieu, la colonne du milieu et les deux diagonales passent toutes par le
centre m,,, et recouvrent chacun des 8 autres coefficients exactement une fois. Leur
somme vaut donc

4s = (somme de tous les coefficients) + 3m,; = 35 + 3my,

— (la somme de tous les coefficients est celle des trois lignes, 3s), d’ou my, = %

c) J : toutes les sommes valent 3. A : lignes 0, 0, 0 ; colonnes 0, 0, 0 ; diagonales

1+0—-1=0et0+0+ 0 =0. B : lignes et colonnes nulles ; diagonales 0+ 0+ 0 =0 et
-1+0+1=0.

— Liberté : si aJ + BA + yB = 0, le coefficient central donne a = 0 ; les coefficients (1, 1)
et (1,2) donnentB=0et -+ =0, donc y=0.
— Comme dimK = 3, (J,A, B) est une base.
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d) s(L) = 15 donc le coefficient sur J est a = 1—35 = 5 (centre 5). Puis (1,1) : 5+ =2,
B=-3;01,2):5-B+y=7,yp=-1.

— L =5]—-3A—-B. Controleligne2 : (5+3+1,5,5-3-1)=(9,5,1); ligne 3 :
5-1,5-3+1,5+3)=(4,3,8).

Réponse. m,, = % ; JLA,B) base de K ; Lo Shu = 5] — 3A — B.
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