Chapitre 20 - Espaces vectoriels 1

Plaquette 3 - Familles libres, génératrices et bases

Espaces vectoriels — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Familles de vecteurs.

. P ° 7 . ’
— Libre : 21’: 1Ax;i=0=21; =...=24,=0. Liée sinon : I'un des vecteurs est
combinaison des autres.

— Une famille contenant 0, ou deux vecteurs égaux, est liée ; une sous-famille d’une
famille libre est libre.

— Génératrice de E : tout vecteur de E est combinaison linéaire de la famille.
— Base : libre et génératrice = tout x € E s’écrit de facon unique x = Y x;e; ; les x;
sont les coordonnées.

— Polynomes échelonnés : si deg Py = k pour 0 < k < n, (P, ..., P,) est une base de
K, [X].

(k)
— Taylor : P = EZ= 0 i k,(a)(X— a)* pour degP = n.
X—a , .
— Lagrange : pour ay, ..., a, distincts, L; = ]_[j;tiaifzjj verifie L(a;) = 6y, et

P= > P(a)L; (degP <n)
i=0

— Outils pour des fonctions : évaluer, dériver, faire tendre x vers l'infini (terme
dominant), intégrer contre une fonction bien choisie.
AN J

Correction de l'’exercice 1 - Liberté selon un parametre

a) On résout A uq + Ayuy + Asus + Ayuy = 0, coordonnée par coordonnée :

Ar+ar,=0
Ai+24,=0
Ay+23=0
A3+24,=0

— Des trois dernieres : Ay = —A{, Az =241, A4 = —A;.

— La premiere devient (1 — a)A; = 0.

— Sia#1:2A; =0, donc tous les A; sont nuls, la famille est libre (c’est alors une base de
RY).

— Sia=1:2; est quelconque, la famille est liée.

b) Poura=1,avecA; =1:u; —uy;+ u3z—u, =0. Controle :

(1-0+0-1,1-140-0,0-1+1-0,0-0+1-1)=0. La famille (uq, uy, us) est

libre (méme calcul sans u,), donc le rang vaut 3.

c) On résout >, Au;=(1,0,0,0)aveca=0:2;=1,puisd, =—-1,43=1,2,=-1(la

quatrieme équation A3 + A, = 0 est vérifiée).

— e; =Uj — Uy +uz—uy; coordonnées (1,—-1,1,—-1).

Réponse. Libre si et seulementsia#1; poura=1:u; —u;+uz—uy=0,rang 3; c)
(1,-1,1,-1).
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Correction de l'’exercice 2 - Extraire une base d’une famille génératrice

a) Cinq vecteurs dans un espace de dimension 3 : une famille libre y a au plus 3 vecteurs.
Elle est donc liée.

b) Relations visibles : u, = 2u; et uy, = u; + uz. On garde uq, us, us et l’on teste leur
liberté :

a(1,0,1)+B(0,1,1) + (0,0, 1) =(a, B, a+B+p) =0

— donc a =B =0, puis y = 0 : famille libre.

— Elle engendre le méme espace que la famille entiére (u, et uy en sont des
combinaisons) : c¢’est une base de Vect(u;, ..., us), qui est de dimension 3, donc égal a
R®.

c) Algorithme : on garde uy si et seulement si u;, ¢ Vect(vecteurs déja gardés).

— La famille gardée reste libre a chaque étape (ajouter un vecteur hors du Vect d’'une
famille libre préserve la liberté).

— Chaque vecteur rejeté est combinaison des vecteurs gardés : la famille gardée
engendre tout. Libre et génératrice, c’est une base. Ici : u; gardé, u, rejeté, us garde,
uy rejeté, us gardé.

Réponse. Base extraite (uy, us, us) ; le sous-espace engendré est R>.

Correction de I’exercice 3 - Compléter une base d’un hyperplan

a) Appartenance : chaque v; a une somme de coordonnées nulle. Liberté :

avi+Bvy+yvz=(a,B—a, y—pB, —y) =0donnea =0, y=0, puis = 0.

— Génératrice : six+y+2z+t =0, oncherche (a,,y) aveca=x,B—a=y,y—-B=2:

a=x, P=x+y, y=x+y+z

— et la derniére coordonnée —y = —(x + y + 2) =t est exacte grace a I’équation de H.

Donc (v4, vy, v3) est une base et dimH = 3.

b) D’apres la base incompleéte, il suffit d’ajouter un vecteur hors de H : e; = (1,0, 0, 0)
convient (1 # 0). En effet, si av; + Bv, + yv3 + 6e; = 0, la somme des coordonnées donne
6 =0, puisa = =y = 0. La famille (vq, v,, v3, e1) est libre de cardinal 4 : base de R*.

c)1+2+3-6=0:weH. Parlesformulesdea):a=1,=3, y=6.
— Contréle : vi + 3v, +6v3 = (1, -1+ 3, =3+ 6, —6) = (1, 2, 3, —6).
Réponse. b) (v, vy, v3,e1); ¢c) w =v; + 3v, + 6v3, coordonnées (1, 3, 6).
Correction de I’exercice 4 - Transformer une famille libre
On écrit une relation nulle, on regroupe selon u, v, w, et I’on utilise la liberté de (u, v, w)
pour annuler chaque coefficient.
a)a(u+v)+pv+w)+yw+u)=(a+ pu+(a+p)v+ (B + py)w =0 donne

a+y=0, a+p=0, B+y=0
— En sommant : 2(a++p)=0,donca+p+y=0,puisf =0, y=0, a=0. Libre.
b)) (u—v)+(v—w)+ (w—u) =0 : relation non triviale, famille liée.
c)a(u+av)+p(v+aw)+yw+au) =(a+ay)u+ (aa+p)v+(@f+yw=0:
— B=—aa, y=—-aB =a’a, eta+ay=(1+a’>a=0.

— Sia® # —1, c’est-a-dire a # —1 (sur R), alors a = 0 et tout est nul : libre.
— Sia = —1:liée, et I'on retrouve b). Le cas a) correspondaa=1:1+1=2=0.
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Réponse. a) libre ; b) liée (somme nulle) ; c) libre si et seulement sia = —1.
Correction de l’exercice 5 - Translatées du sinus
a) Par la formule d’addition :

f,(x) =sinxcosa + cosxsina, soit f, =cosa-sin+sina-cos

— Liberté de (sin, cos) : si Asinx + ucosx = 0 pour tout x, I’évaluation en x = 0 donne
u=0, etenx=%donne2x = 0.

b) Les trois fonctions sont dans le plan Vect(sin, cos), de dimension 2 : trois vecteurs
d’'un espace de dimension 2 sont liés. Le rang vaut 2, car f;, = sin et

f1 =cos1-sin+sinl - cos ne sont pas colinéaires (sin1 = 0).

c) On cherche a, 8, y en annulant les coefficients de sin et cos :

— coefficient de cos : fsinl + ysin2 =0 ; on prend B =sin2 = 2sinlcosl et y= —sinl;
— coefficient de sin : a + Bcos1 + ycos2 = 0, donc
a=sinlcos2—2sin1cos®1 =sin1(cos2 —2cos*1) = —sin1.

— En divisant par sinl : —f,+ 2cos1f, — f, = 0, soit
sin(x+2)+sinx=2coslsin(x+ 1)

p+q pP—4q
5~ COS ——.

Réponse. Rang 2 ; sin(x + 2) + sinx = 2cos 1sin(x + 1).

— c’est la formule sinp + sinqg = 2sin

Correction de I'exercice 6 - Fonctions valeur absolue translatées

a) Supposons EkAkgk = 0. Fixons j. Les g, pour k # j sont dérivables en j, donc
Ajg;=—2, . jAkg) est dérivable en j.
— Or g; n’est pas dérivable en j (dérivées a gauche —1 et a droite +1). SiA; # 0,

g;,= %(A J-gj) serait dérivable en j : contradiction. Donc 4; = 0, pour tout j.
J

b) Sia+bx+2A;g9, + 24,9, =0, le méme argument en 1 puis en 2 donne A; = A, = 0, puis
a + bx = 0 pour tout x, donca = b = 0 (évaluer en 0 et en 1). Libre.

c) On cherche h = a + bx + A1g, + A,g,. Aux points anguleux, la pente saute de 22 ; ici
elle saute de +1 en 1 etde —1 en 2, d’ou

211:%, )l2=—

N~

— Poursz:%(x—l)—%(x—2)=%, etilfauth=1;pourx=1:
%(1 - X) — %(2 —X) = —%, et il faut h = 0. Dans les deux cas la partie en || est

constante, doncb=0eta =

N[

— h() = 3 + 2|x— 1| = 2|x — 2|. Contréle en x = 1,5 :

Réponse. Famille libre (non-dérivabilité en k) ; h = 1

Correction de I’exercice 7 - Exponentielles de fréquences distinctes

a) Supposons EZ _ 121 = 0 pour tout x. En divisant par e’ > 0 :

n—1

Ap+ D Agelax—ax =
k=1
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— Pour k <n, ay—a, <0, donc e'®~ %X - 0 quand x — +«. Par passage a la limite :
A, =0.
— On recommence avec n — 1 termes : A,,_; = 0, etc. Tous les A, sont nuls.

b) Pourn=1:2,e* =0 impose A; = 0. Supposons le résultat vrai pour n — 1
n 7 . . .
exponentielles et Ek _ 1219 = 0. On dérive et I'on retranche a, fois la relation :

— 2:;1Ak(ak —ap)e™=0;
— par hypothese de récurrence, Ax(ay, —a,) =0, et ax # a,, donc A, = 0 pour k < n ; il
reste A,e?* =0, donc A, = 0.

c) Pour tout n, (eX, e?, ..., e™) est libre. Si F(R, R) était de dimension finie d, toute famille
libre aurait au plus d éléments : absurde avec n =d + 1.

Réponse. Libre : le terme de plus grande fréquence domine en +« ; ou récurrence par
dérivation ; F(R, R) est de dimension infinie.

Correction de I'exercice 8 - Puissances réelles

a) Méme principe que pour les exponentielles : le terme de plus grand exposant domine
en +o. Si > A;x% = 0 sur ]0, +[, on divise par x% :

Ap+ EARX"‘R‘“"=O, X%~ — 0

k<n Xt

— donc A, = 0, et I’on conclut de proche en proche.

b) Si ax + bxlnx + cxln®x =0 pour tout x > 0, on divise par x : a+ blnx + cln®x = 0. Avec
t = Inx, qui parcourt R : le polynéme a + bt + ct? a une infinité de racines, il est nul :
a=b =c=0. Libre.

ait .

c) Le changement de variable x = et (t € R) transforme x% en e*¢ : une relation
> Aix% = 0 sur ]0, +[ équivaut a > A;e* = 0 sur R, et la liberté des exponentielles de
fréquences distinctes donne A, = 0.

Réponse. Libre (terme dominant en +, ou x = e!) ; b) libre (polyndme en Inx a infinité
de racines).

Correction de I’exercice 9 - Sinus de fréquences entiéres : intégrer

a) Par la formule sinpsing = %(cos (p—q) —cos(p+ q):

2 2
Iy = %fo cos ((j — k)x) dx — %fo cos ((j + k)x) dx
x (20 sin (mx) 20 -y
— Pourme 7, fo cos (mx)dx = [T} = (0, et pour m = 0 l'intégrale vaut 2m.
0
— Comme j + k = 2, le second terme est nul. Donc Iy = 0 sij # k et I}, = m.

b) Si >, Axsk = 0, on multiplie par s; et I'on intégre sur [0, 2] : >, Aly; = mA; = 0. Donc
A; = 0 pour tout j.

2 2
c) Le méme calcul donne [ OH fx) sin (jx) dx = b, soit b; = % J OH f(x) sin (jx) dx (coefficients
de Fourier).

eiX — e—ix>3 _ e3iX _ 3aiX 4 3-iX — @=3ix d'ot

d) Linéarisation : sin®x = ( > e , d’ou
3, _ 3 1
sin”x = 7 sinx — 4 sin 3X.
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— Par intégrale : by = %f(z)n sin*xdx = % X 34—17 = % (moyenne de sin* égale a 3, d’apres
sin® = % - %cos 2x + %cos 4x).

— by = —fo sin®xsin3xdx = 1 fo ( sinx — }lSiHSX) sin 3xdx = —%. Les deux méthodes
concordent.

2
Réponse. Iy = by, ; famille libre ; b; = %fonf(x) sin (jx) dx ; sin®x = %sinx - %sin 3x.

Correction de I’exercice 10 - Un polynome et ses dérivées

a)SiP=aX" + . avec a, = 0, alors P® est de degré exactement n — k (coefficient

dominant a,—"—~+ o k), # 0). La famille est donc formée de n + 1 polynémes de degrés

nn-1,..,0, tous distincts :
degrés échelonnés = famille libre

— (Dans une relation 2, P® =0, le seul terme de degré n est AP, donc Ao = 0 ; puis
A, =0, etc.) Libre, de cardinal n + 1 = dimR,[X] : c’est une base.
b) P =3X? P'=6X, P”=6.Donc 1 = %P”’, X= %P”, x% = %P'.

c)Q = aP + QP’ + QP" + QP’" : coordonnées (a, % % %) Controle :
ax’® +3 ><3X +C><6X+ ><6=Q.

P, X=1p", x*= %P’ ; coordonnées

Réponse. Degrésn,n—1,...,0 : base; 1 = %

b ¢ d
(a' 376" E)'

Correction de I’exercice 11 - Coordonnées dans une base de Taylor

a) Les (X — a)k ont des degrés échelonnés 0, 1, ..., n : famille libre de n + 1 éléments dans
un espace de dimension n + 1, donc base.

b) Formule de Taylor pour les polynomes :

n (k)
EP (“)(X )k

C)P(1)=1—2+5=4;P’=3X2—2,P'(1)=1;P"=6X,P"(1)=6;P"'=6.
— P=4+X-D+E8X -1 +8X -1 =4+ X-1)+3X -1+ X -1)°.
— ControleenX=0:4—-1+3—-1=5 = P(0).

d) Les deux premieres coordonnées sont P(1) =4 et P (1) = 1. Et

=B+X-1)X-1)*+A@+(X-1))

— avec deg (X + 3) =1 < 2: le reste de la division par (X — 1)2 est4+(X—-1)=X+3,1le
quotient X + 2. Les coordonnées de Taylor donnent directement ce reste.

Réponse. X° —2X+5=4+ (X - 1)+ 3(X - 1)*+ (X —1)°; reste par (X — 1)* : X + 3.

Correction de l’exercice 12 - Base de Lagrange

a) Par définition L; = Hj . i% :
[ _XX-2) _XX-2) ; _(X+DX-2) , _(X+DX
0T D=3 3 1T TTmM(=2) ’ T 3x2
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— L; s’annule en les deux autres points par construction, et vaut 1 en a; : par exemple

Lo(-1) = EE =g 1,00) = X002 =1 1,2) = 3%X2 =1,

b) Si D A;L; = 0, I’évaluation en ajdonne A; = 0 : libre. Trois vecteurs libres dans R,[X]
(dimension 3) : base. Pour P € Ry[X], Q =P — EP(ai)Li est de degré = 2 et s’annule en
trois points : Q = 0, d’ou P = >, P(a;)L;.

c) 1 prend la valeur 1 en chaque a;: Lo+ L + L, = 1. X prend les valeurs —1,0,2 :
X = _LO +0 'L1 + 2L2, donc _LO + 2L2 = X.

d) P=4Lo+Ly+ 7Ly = $(X* - 2X) - 2(X* =X - 2) + Z(X* + X).

— Coefficient de X? : 4 —

4_147-8-347_9,deXx:-8+147==164347_

6 - e 3 2 6 6
constante : 1.

— P=2X>-X+1.Contrdle: P(~1) =2+1+1=4,P0)=1,P2)=8-2+1=7.
Réponse. Lo =25=2) 1, = X+ DX=2) y,  XX+D ;57 =1, p=2x"-X+1.

Correction de I'exercice 13 - C2 sur R et sur C

a) Sur C : (241,23) = z1(1,0) + 25(0, 1), de facon unique : base ((1, 0), (0, 1)), dimension 2.

— Sur R : en écrivant z, = ayx + iby, (z21,22) = a1(1,0) + b(i,0) + a»(0, 1) + b,(0, i) avec des
coefficients réels uniques : base ((1, 0), (i, 0), (0, 1), (0, i)), dimension 4.

b)SurC:y=(i,—1) =i(1,i) =ix, donc ix —y = 0 : liée.

— Sur R : si g, b sont réels et ax + by = 0, alors (a + ib, ai — b) = (0, 0). La premiere
coordonnée donne a + ib = 0 avec a, b réels, donc a = b = 0 : libre. La multiplication
par i n’est pas autorisée sur R.

c) Génératrice : x = > z;e; avec z; = ay + iby donne x = D, (agey + by(iex)), combinaison
réelle.

— Libre : si Y (axex + biiex) = 0 avec ay, by réels, alors Y, (ax + iby)ex = 0, donc
ay + iby = 0 par liberté sur C, puis ay = by = 0.
dimgE = 2dimcE

Réponse. dim¢ c?= 2, dimR(C2 =4 ; (x,y) liée sur C (y = ix), libre sur R ; dimy = 2 dimc.
Correction de I’exercice 14 - Liberté sur Q : racines et logarithmes

a)Sia+b/2 =0aveca,beQetb =0, alors /2 = —% € Q : absurde. Donc b = 0, puis
a=0.SurR, larelationy2 - 1 + (—1) -Jy2 = 0 est non triviale (coefficients réels autorisés).

b) Supposons a + b/2 + ¢/3 = 0 avec a, b, c rationnels. Alors a + b/2 = —c/3 ; en élevant
au carré :

a? + 2b% + 2aby2 = 3c?

— Siab =0, f—%e@ absurde. Donc a =0 ou b = 0.

— Sib=0:a=—c/3, et l'irrationalité de V3 impose ¢ = 0, puis a = 0.
2
— Sia=0:b/2 = —c/3, d’ou 2b? = 3¢2. Sic =0, (%) = % et/3/2 = g serait rationnel,
donc /6 aussi : absurde. Donc ¢ =0 et b = 0.

c) Sipln2 + qIn3 = 0 avec p, g rationnels, on multiplie par un dénominateur commun
pour avoir p, g € Z. Alors In (239 = 0, soit 2P = 37%. Par unicité de la décomposition en
facteurs premiers, p = q = 0.

d)In6 =In2 +1n3: liée. (Plus généralement, les In p pour p premier forment une famille
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libre infinie sur Q, ce qui prouve que R est un Q-espace de dimension infinie.)

Réponse. (1,/2) et (1,V2,/3) libres sur Q ; (In2,1n 3) libre (factorisation) ; (In2,1n3,1n6)
liée.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : base binomiale et sommes de
puissances

a) deg Hy = k : famille échelonnée en degré de n + 1 polynéomes dans R,[X], donc base.

b) Hyy1(X + 1) = Hyeyy(X) = XEg it D (x4 1) - (x - k) = 8 D =

— En sommant pour m de 0 a N, la somme télescope :

N N
E Hy(m) = E (Hx+1(m+1) = Hy1(m)) = Hy y ((IN+ 1) = Hy 1 1(0) = Hg 4 1 (N + 1)
m=0

m=0

c) On cherche X* = aH, + BH, + yH,. En évaluanten 0, 1,2:y=0,8=1,puis4d =a + 2,
donca=2:X2=2H2+H1.
—DemémeX3=aH3+bH2+cH1+d:enO,d=0;en1,c=1;en2,8=b+2,b=6;

en3,27=a+ 18 +3, a=6.Donc X° = 6H; + 6H, + Hy.
— Contrdle : X(X - 1)(X—2) +3X(X - 1) + X =X - 3X* +2X + 3X* - 3X + X = X°.
d) Par linéarité et b) :

21;21 2:2<N+ 1>+<N+ 1>= (N+DNN-=1) (N+ DN _ NN +1)2N +1)

3 2 3 2 6 ’
N 3 ~/N+1 N+1 N+1\ _ /NN +1)\? . .
—2m=1m —6< 4 >+6< 3 >+< 9 >_(T) . Controle pour N = 2 :

0+6+3=9=1+8;pourN=3:6+24+6=36=1+8+27.
Réponse. X* = 2H, + Hy, X° = 6H; + 6H, + Hy ; >;m? = NN+ DEN+ 1),
Smd = (N(N+ 1))2

2
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