Chapitre 20 - Espaces vectoriels 1

Plaquette 3 - Familles libres, génératrices et bases

Espaces vectoriels — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Exercices

Méthode

Pour montrer qu'une famille (x,, ..., x,) est libre, on part d'une relation >Ax;=0et
I’on prouve que tous les 2A; sont nuls : pivot de Gauss dans K" ; évaluation en des
points, dérivation, passage a la limite ou intégration pour des fonctions ; degrés
échelonnés pour des polynomes ; arithmétique pour des nombres. Pour montrer
qu’elle est liée, on exhibe une relation non triviale. Une base se reconnait par
I’existence et 'unicité de la décomposition, ou, en dimension n connue, par « n
vecteurs libres » ; les coordonnées d’un vecteur s’obtiennent en résolvant un
systeme ou par une formule (Taylor, Lagrange).

Exercice 1 - Liberté selon un parameétre

Dans R4, on considere u; =(1,1,0,0), u, =(0,1,1,0), u3=(0,0,1,1) et
Uy =1(a,0,0,1),ouae€R.
a) Pour quelles valeurs de a la famille (u4, uy, us, uy) est-elle libre ?
b) Dans le cas ou elle est liée, donner une relation de dépendance et le rang de la
famille.
c) Pour a = 0, déterminer les coordonnées de e; = (1, 0,0, 0) dans la base
(uy, up, us, uy).

Exercice 2 - Extraire une base d’une famille génératrice

Dans R, soient u; = (1,0, 1), up = (2,0,2), uz = (0,1,1), ug = (1,1, 2), us = (0,0, 1).

a) Justifier que la famille est liée sans aucun calcul.

b) Repérer les relations évidentes, puis extraire une base de Vect(uy, ..., us). Ce
sous-espace est-il R ?

c) Décrire la méthode générale : on parcourt la famille et ’on garde uy si et
seulement si... Pourquoi obtient-on une base ?

. J

Exercice 3 - Compléter une base d’un hyperplan

Soit H={(x,y,z,t) e R* | x+y+2z+t=0}.

a) Montrer que v; = (1,-1,0,0), v, =(0,1,-1,0), v3 = (0,0, 1, —1) forment une base
de H.

b) Compléter cette famille en une base de R,

c) Donner les coordonnées de w = (1, 2, 3, —6) dans la base (v, vy, v3) de H.

Exercice 4 - Transformer une famille libre

Soit (u, v, w) une famille libre d’un R-espace vectoriel E.

a) La famille (u + v, v+ w, w + u) est-elle libre ?
b) La famille (u — v, v — w, w — u) est-elle libre ?
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L c) Plus généralement, pour a € R, étudier la liberté de (u + av, v + aw, w + au). J

Exercice 5 - Translatées du sinus

Dans F(R, R), on pose f,(x) = sin(x + a).

a) Montrer que f, € Vect(sin, cos) pour tout a, puis que (sin, cos) est libre.
b) En déduire que (f), f}, f,) est liée, et déterminer son rang.
c¢) Trouver explicitement une relation af;, + Bf; + yf, = 0 non triviale.

Vs

J/

Exercice 6 - Fonctions valeur absolue translatées

Pour k € {1, ..., n}, soit g,:x + |x — k|, fonction de R dans R.

a) Montrer que (g,, ..., g,) est libre (étudier la dérivabilité d’'une combinaison nulle).
b) La famille (1, x, g,, g,) est-elle libre ?

c) Ecrire la fonction h affine par morceaux, continue, nulle sur ] — «, 1], de pente 1
sur [1, 2] et constante égale a 1 sur [2, +«[ comme combinaison de 1, x, g,, g,.

-
-

Exercice 7 - Exponentielles de fréquences distinctes

Soient a; < a, < ... <a, des réels et e;:x » e,
a) Montrer que (ey, ..., e,) est libre dans F(R, R) : partir de > Azex = 0, diviser par
e et faire tendre x vers +.
b) Redémontrer le résultat par récurrence sur n en dérivant.

c) En déduire que F(R, R) n’est pas de dimension finie.
G J

Exercice 8 - Puissances réelles

Soient a; < ay < ... < a, des réels et p,:x ~» x% sur 10, +oo|[.
1 2 n k

a) Montrer que (py, ..., p,) est libre.
b) La famille (x X, xPXxlnx, x+~ x1n? x) est-elle libre ?

c) Montrer que (x%) est libre en se ramenant a 1’exercice sur les exponentielles.

Exercice 9 - Sinus de fréquences entiéres : intégrer

Pour k € N¥, soit s:x + sin (kx).

2
a) Calculer I = [ sin (jx) sin (kx) dx pour j, k = 1.

b) En déduire que (sy, ..., s,) est libre.

c) Soit f = EZ _ 1 biSk. Exprimer by a I'aide d’une intégrale de f.

d) Application : sachant que sin®x = Ekbk sin (kx) pour une famille finie de
coefficients, calculer b, et bs par ces intégrales, puis vérifier par linéarisation.

Exercice 10 - Un polynome et ses dérivées

Soit P € R[X] de degré exactement n.
a) Montrer que (P, P, P”, ...,P(")) est une base de R,[X].
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b) Application : P = x3. Exprimer 1, X, X? dans la base (P,P,P",P").

c) Montrer que tout Q € R3[X] s’écrit Q = aX® + bX? + cX + d et donner ses
coordonnées dans cette base en fonction de g, b, ¢, d.
-

Exercice 11 - Coordonnées dans une base de Taylor

Soita€RetB,=(1,X—a, X—-a)% .., X-a)".
a) Justifier que B, est une base de R,[X].
b) Rappeler la formule donnant les coordonnées de P € R, [X] dans cette base.
c) Ecrire P = X3 — 2X + 5 dans la base B, de R;[X].

d) En déduire, sans calcul supplémentaire, P(1), P'(1), et le reste de la division
euclidienne de P par (X — 1)2.

-

AN

Exercice 12 - Base de Lagrange

Soient ap = —-1,a, =0, a, =2, et Ly, Ly, L, les polynomes de Lagrange associés.

-

a) Calculer L, Ly, L, et vérifier que L;(a;) = 6.

b) Montrer que (Lo, L1, L,) est une base de R,[X] et que les coordonnées de P sont
(P(ao), P(a1), P(ay)).

c) Calculer Lo+ L, + L, et =Ly + 2L, sans développer.

d) Déterminer 'unique P € R,[X] tel que P(—1) =4, P(0) =1, P(2) = 7.

-
-

Exercice 13 - C2 sur R et sur C

2 . . . .
a) Montrer que C” est un C-espace de dimension 2 et un R-espace de dimension 4 ;
donner une base dans chaque cas.

b) Soient x = (1,i) et y = (i, —1). La famille (x, y) est-elle libre sur C ? sur R ?
c) Plus généralement, si (e, ..., e,) est une base d’'un C-espace E, montrer que
(eq,ieq, ..., e,, ie,) est une base de E vu comme R-espace.

Vs
-

Exercice 14 - Liberté sur Q : racines et logarithmes

On considere R comme un Q-espace vectoriel (les scalaires sont rationnels).
a) Montrer que (1,/2) est libre sur Q, mais que (1,J2) est liée sur R.
b) Montrer que (1,V2,/3) est libre sur Q.
c) Montrer que (In 2, In 3) est libre sur Q.
d) La famille (In2,1n 3, 1n 6) est-elle libre sur Q ?

Exercice 15 - Synthése : base binomiale et sommes de puissances

Onpose Hy=1et, pourk =1, Hy = XX — 1)”1'{(")(_ k+ 1), de sorte que Hy(n) = (Z)

pour n € N.
a) Montrer que (Hy, ..., H,) est une base de R,[X].
b) Vérifier que Hy , (X + 1) — Hy ; 1(X) = Hy (formule de Pascal) et en déduire
S _ o Hi(m) = Hyy (N + 1),
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c) Déterminer les coordonnées de X? et de X° dans cette base.

d) En déduire des formules pour 21; _,m%et EI,Z _,m>.
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