Chapitre 27 - Espérance et variance 1

Plaquette 2 - Calculer une espérance :
transfert, linéarité, indicatrices

Espérance et variance — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Espérance d’une variable finie.
— E(X) = >, xP(X = x) ; transfert : E(f(X)) = >,_f(x) P(X = x).

— Linéarité : E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y) (sans hypothese d’indépendance) ;
positivité et croissance.

— Indicatrices : E(1,) = P(A), donc
n n
]E( > 1A,-> = > P@A)
i=1 i=1

— Variable a valeurs dans [0, n]] : E(X) = EZ _ PX = k).
— Indépendance : E(XY) = EX)E(Y).
— Fonction génératrice Gx(t) = E({) : EX) = Gx'(1).

— Espérances usuelles : uniforme sur [1, n] : & "' 1 ; B(p) : p; B(n,p) : np ;
hypergéomeétrique H(N, m, n) : n%.
G J

Correction de l’exercice 1 - Espérance du maximum de deux dés
a) Par définition :

E(M) = Ek2k—1 1+6+15+28+45+66 _ 161 _ 447

“ 36 ~ 36
2
DPM=k)=1-PM=<k-1)=1— ("561),donc
_ 0+1+4+9+16+25 _ 55 161
E(M) = 6 — 36 6 - 35 = 36

c) max + min est la somme des deux dés, d’espérance 7. Par linéarité :
E(m)=7-38 =31 <253,

_6
Réponse. E(M) = % . E(m) = %

Correction de I'exercice 2 - Espérance par la queue de la loi

a) Dans la somme double, P(X = j) apparait pour chaque k < j, soit j fois :

n

D PX =k = D jPX=j)=EX)

k=1 j=1

b) Pour une issue ou X = j, les indicatrices 1;x- k; valent 1 pour k = 1, ...,j et 0 ensuite :
leur somme vaut j. On prend l’espérance.
c) L=k (1 =k =n)siet seulement si les k — 1 premiers lancers ne donnent pas 6 :

P(L = k) = (%)k_l. Donc

k-1 _ n n .
— E) = EL 1 (%) = % = 6(1 - (%) ) qui tend vers 6 quand n — +oo.
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Chapitre 27 - Espérance et variance 2

Réponse. E(X) =Y, . | P(X = k) ; E(L) = 6(1 - (2)").
Correction de 1’exercice 3 - Nombre moyen de points fixes
Q) F=3"_ 144=1 et P(a(i) = i) = L. Par linéarité :
EF)=nx+=1
— quel que soit n : en moyenne, une permutation au hasard a un point fixe.

nn—-1)
I’espérance ne demande aucune indépendance.

C)Ox9+1><8+2><6+3><0+4><1 =24 _1
24 24 )

Réponse. E(F) = 1 pour tout n.

b) Non (P(o(1) =1,02)=2)=—1 __ = #). Ce n’est pas génant : la linéarité de

Correction de I’exercice 4 - Nombre moyen de boites vides

a) V= 2}; 114,avec A; : « la boite j est vide », de probabilité (1 - %)n (chaque boule évite
la boite j). Par linéarité :

EV)=n(1- %)n

_ . 8 _8. . Ox6+1x18+2x3 _24 _ 8
b)n—3.3><27 9,par1a101, 57 5

~

c) w = (1 - %)n = exp (nln (1 - %)) —e~! = 0,37 : environ 37 % des boites restent

vides en moyenne.

Réponse. E(V) = n(1 — 1)"; % pour n = 3 ; proportion — e~ .

Correction de l'exercice 5 - Nombre moyen de records
a)R= 2,n= 1 Y i recoray, donc
ER) = > 1 =H,
i=1
b) H, = 1+%+%+%=%—g;parlaloi: 6"'222";118"'4 =%=%'

c) Hipop = 5,19 : environ 5 records en 100 saisons (dont la premiere). Les records se
raréfient, car H, ~ Inn croit tres lentement.

n

Réponse. E(R) =H, ; % pour n =4 ; = 5,2 sur 100 saisons.

Correction de I’exercice 6 - Espérance de la loi hypergéométrique

a) Par symétrie, une boule donnée fait partie de 1’échantillon avec probabilité

(h-1)
(%)

b)X =7 1, :

2P

]E(X)=mx%=n%

— (le calcul direct par la loi hypergéométrique est bien plus lourd).
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Chapitre 27 - Espérance et variance

c) Avec remise, X ~ B (n, %) a la méme espérance n%. La différence entre les deux

modeles apparaitra dans la variance.
Réponse. P(4;)) = 1 ; EX) = M comme avec remise.

Correction de I’exercice 7 - Anniversaires partagés

n . . . .
a)C =), W 1 {anniversaires de i et j égaux}, SOMMe Sur les <2> paires, chaque indicatrice ayant

1
cor o b2)

pour espérance 365 ¢
365

b)n=23: % =~ 0,69. L’espérance est plus grande que P(C = 1) : quand il y a des

coincidences, il y en a parfois plusieurs.

c)<’2’>z365=»n(n—1)z730:n=28(28x27=756,-27x26=702).

n
Réponse. E(C) = % ; = 0,69 pourn=23;n=28.

Correction de I’exercice 8 - Somme et produit de dés

a) Par linéarité, E(S,) = n >< = 3,5n.

b) Par indépendance :

E(X,X,) = E(X)E(X,) = 44—9 = 12,25

1+4+9+16+25+ 36

— alors que ]E(X%) = 6

= % ~ 15,17 : X; n’est pas indépendante
d’elle-méme.

n
c) Par indépendance mutuelle (et récurrence), E(X;---X,) = (%) }

Réponse. 3,5n; 12,25 contre 91 ( )",

Correction de I’exercice 9 - Premiere boule blanche : espérance du rang

a) Parmi la noire j et les b blanches, ’ordre de sortie est uniforme : la noire j est la

premiére de ces b + 1 boules avec probabilité ¥T + T

b) Les boules sorties avant la premiéere blanche sont exactement les noires j réalisant B; ;
doncT=1+ Ej lBJ_, et avec N — b noires :

b+l b+1
6 —o. . 4+6+6+4 _
c)§—2,par1a101 10 2.
Réponse. P(B) = t+ ; E(T) = £ ; 2 pour (5, 2).

Correction de I’exercice 10 - Nombre moyen de séries

a) Les lancers i et i + 1 different si 1’on a PF ou FP :
P(Ci=1)=p(1-p)+ (1 —p)p=2p(l —p)
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Chapitre 27 - Espérance et variance 4

b) Linéarité : E(R) =1 + 2(n — 1)p(1 — p). Pour p = % : nJZrl_
c) p(1 — p) est maximal pour p = % : une piece équilibrée produit le plus de séries en

moyenne ; une piece truquée produit de longues séries du résultat favori.

Réponse. P(C;=1) =2p(1 —p); E(R) =1+ 2(n—1)p(1 — p), maximale en p = %
Correction de I’exercice 11 - Espérance et fonction génératrice

a) Gx'(t) = >, kP(X = k)t* 7', donc Gx'(1) = E(X) ; de méme
Gx'(1) = Ekk(k - 1DPX =k) = EXX -1)) (transfert).

b) G'(t) =np(1 —p + pt)”_l, d’ou G'(1) = np.

GR,(t)_]_ 1 1 1 ' B 3 '
¢) Gr(t) =ttt toztosoent=1Gr)=1:

_q4l,1,.1_25
ER) =1+3+1+ :

Réponse. E(X) = G'(1) ; B(n,p) : np; E(R) = %

Correction de l'exercice 12 - Nombre moyen de valeurs distinctes

—— P iz £ 5\ 5\"
a) A, : aucun des n dés ne donne v, de probabilité (E) . Donc P(A,) =1 — (E) .

E(N) = 6<1 - (%)n>

_a. —91. . 6+180+360 _ 546 _ 91
c)n=3:6X 6,parlalo1, 516 516 = 36

b) Linéarité :

©

N
[EN
]
w

d) 6(1 ~(2))z5=(8) sl=n= 16 ~983:10dés.

Réponse. E(N) = 6(1 — (%)") ; % pour n = 3; 10 dés.

Correction de I’exercice 13 - Positivité et croissance de 1’espérance

a) EX) = EXXP(X = x) est une somme de termes positifs ; elle est nulle si et seulement si
chaque terme l'est, c¢’est-a-dire P(X = x) = 0 pour tout x > 0.
b) Y- X =0, donc E(Y) — E(X) = E(Y — X) = 0 par linéarité.
c) max(X,Y) = X et = Y : par croissance,
E(max (X, Y)) = max (E(X), E(Y))

— Deux dés indépendants : % = 4,47 > 3,5.
d) —|X| = X = |X], et par croissance —E(|X]|) = E(X) = E(]X]).

Réponse. Positivité et croissance ; E(max) = max (E) ; |[E(X)| = E(|X]).

Correction de I’exercice 14 - Une mise équitable

6

6 24 .
36’

a) P(somme 7) = 36 °

P(double) = % (événements disjoints), et le reste a probabilité

PG=10)=1, PG=6=1 PG=-m=2

1
6’ 3

b)E(G)=%+§_2ﬂ=§_2ﬂ_
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Chapitre 27 - Espérance et variance

c) Equitable SiE(G)=0,soitm=4€.Avecm=3:EG) = % = % € par partie en
faveur du joueur ; I’organisateur perd en moyenne % x 1000 = 667 € (il devrait fixer

m > 4).
Réponse. E(G) = % ; équitable pour m = 4 ; avec m = 3 l'organisateur perd = 667 €
sur 1000 parties.

Correction de I'exercice 15 - Synthese : collectionner des vignettes

a) Indicatrices : la vignette v est obtenue sauf si les m achats 1’évitent, probabilité
m
(1 - %) . Linéarité :
n m
D= 21 P(v obtenue) = n(l - (1 - %) )
V=

b)n=m=50:D =50x(1-0,364) = 31,8 vignettes différentes en moyenne, donc
environ 18,2 doublons.

c)1-0,98">09=098"<01=mz= lln‘“ ~ 114 achats.
n0,98

d) Pour 90 % de la collection, il faut plus de deux fois plus d’achats que de vignettes ; les
dernieres sont les plus cotliteuses (le temps moyen pour tout compléter est de I’ordre de
nlnn, soit environ 225 pour n = 50).

Réponse. D =n(1 — (1 — %)m) ; = 31,8 différentes pour 50 achats ; = 114 achats pour
90 %.
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