Chapitre 12 - Fonctions de deux variables 1

Plaquette 5 - Extremums et optimisation

Fonctions de deux variables — Prépa MPSI / MP2Il (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Condition nécessaire : si f est C' sur un ouvert U et admet un extremum local en
(a,b) € U,

Vf(a, b) = (0, 0)

— Réciproque fausse : point col (ex. x? — y?) ; pour conclure, étudier
fla+ h,b+k)—fla,b).

2 2
— Formes quadratiques : ah” + 2bhk + ck® = a(h + %k) + %kz (a=0):de

signe constant si ac — b > 0.
— Théoreme des bornes atteintes : f continue sur une partie fermée bornée de
R? est bornée et atteint ses bornes.
— Moindres carrés : la droite y = ax + b minimisant >, (y; —ax; — b)* passe par le
cov(x,y)
Vix) -
o J

point moyen (X,y), avec a =

Correction de I’exercice 1 - Minimum par complétion du carré
a) On annule le gradient :

of _ 0o oo of a5
&—ZX 2y =0, W—Gy 2x—2=0
) 1=

—d’oflx=yet4y=2:pointcritique( +%—%—1+5=%,

N[~
N

’

N[

b) x% — 2xy + 3y% = (x — y)* + 2y?, donc
2
f=(x —y)2 +2y2 -2y +5 = (x —y)2 + Z(y — %) + % Donc f= % avec égalité seulement

en (% %) : minimum global strict.

Correction de I’exercice 2 - Un col et deux minimums
a) Vf=(4x3—4y, 4y —4x). y=x3etx=y3=x%: x(x® - 1) =0, x € {0,1, —1}. Points
critiques : (0,0), (1,1), (=1, -1).

b) fit,t) = 2t* — 4t*> < 0 et fit, —t) = 2t* + 4t* > 0 pour t # 0 petit, alors que f(0,0) = 0 :
col.

c) On développe :
(x? —yz)2 + 2(xy — 1)2 =x* = 2x%y?2 + yr+ 2x%y? —Axy+ 2 = f+ 2
— Donc f= —2, avec égalité si et seulement si x> = y? et xy = 1, c’est-a-dire en (1, 1) et
(=1,-1) : minimums globaux, f = —2.

Réponse. Col en (0, 0) ; minimums globaux —2 en (1, 1) et (-1, —1).
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Chapitre 12 - Fonctions de deux variables 2

Correction de l'exercice 3 - Extremums sur un disque

a) f est continue et D est fermé borné : bornes atteintes.

b) Vf=(2x—-1,2y) =0en (% O), intérieur a D, avec f = —%.
c) Sur le bord, x? + y? = 1 donc
f=1-x, xe[-1,1]
— maximum 2 en (—1, 0), minimum 0 en (1, 0).
d) On compare les candidats —l 2, 0 : minimum —% en (% 0) maximum 2 en (-1, 0).
(Controle : f= (x - %) +y? est la distance au carré au point ( 0) moms ; le point

de D le plus loin de (E' 0) est blen (-1,0).)

Réponse. Minimum —% en (

1

i O), maximum 2 en (-1, 0).

Correction de I'exercice 4 - Droite des moindres carrés

a) 93 = 23 xi(y;—ax;—b) et &2 = =23 (y; —ax; — b). Avec J,x; = 6, 3x7 = 14, Jy, = 9,
Exlyi— 18 :
14a+6b=18, 6a+4b=9

M= 18, soit5a =4,5:a=0,9etbh = 0,9.

c) Résidus 0,1;0,2; -0,7;0,4 : S;;, = 0,01 + 0,04 + 0,49 + 0,16 = 0,70. Point moyen
(1,5;2,25):0,9%x1,54+0,9=2,25 v. (S est un trindme convexe en (a, b), donc le point
critique est bien le minimum.)

Réponse. y = 0,9x+ 0,9, S.,;, = 0,70.

Correction de l’exercice 5 - Boite de surface minimale

a) Surface : fond xy plus quatre faces 2xz + 2yz, avec z = % :
— 64 , 64
S=xy+ = v Tx
b) & = i—‘% O,%=x—§5}—‘2}=0. Donc yx? = 64 = xy?, doux=yetx’=64:x =y = 4.

c) S continue tend vers +« quand x = 0, y = 0 ou xy — +» : elle atteint un minimum, en
un point critique, donc en (4, 4). Dimensions : fond 4 X 4 dm, hauteur z = 2 dm, surface
16 + 16 + 16 = 48 dm?. (La hauteur vaut la moitié du coté : le fond compte une fois, le
couvercle manquant n’est pas payé.)

Réponse. Fond 4 x 4 dm, hauteur 2 dm, surface 48 dm?.

Correction de I’exercice 6 - Distance d’un point a un plan

I=XZ2 6t OM? = X2 + 2 + 2% = g(x, ).

b) On annule le gradient :

a)z=

g _ _9—-x-2y _ ag o
W—Zx f_o, _y_ -(9—-x-2y)=0
— s0it bx+2y=9etx+4y=9:x=1,y =2, puis z = 2.
9 _

c) OM?=1+4+4=09: distance 3. Formule : |J§

= 3 v. Le point (1, 2, 2) est colinéaire
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au vecteur normal (1, 2, 2) : c’est le projeté orthogonal de O. (g est un trinébme
convexe : minimum global.)

Réponse. Point (1, 2, 2), distance 3.
Correction de I'exercice 7 - Produit maximal a somme fixée

a)z=12-x-y=0.

b) f continue sur le fermé borné T : maximum atteint. Sur le bord (x = 0, y = 0 ou

x+y=12), f=0, alors que f(4,4) = 64 > 0 : le maximum est intérieur, donc en un point

critique.

oL =y12-2x-y) = Oetg—§ =x(12 — x — 2y) = 0 ; a l'intérieur (x,y > 0) :
2x+y=12, x+2y=12 = x=y=4

X+y+z

— Maximum 4 x 4 x 4 = 64. IAG : {xyz = 3

=4, avec éqgalitésix=y=2 v.

Réponse. Maximum 64 pour x =y =z = 4.
Correction de I’exercice 8 - Maximiser un profit

a)g—§=20—2x—y=0et%=30—x—2y=0;X=%,y=%.

b) Avec X = x — % Y=y— % les termes du premier ordre disparaissent (point
critique) :

2
P =Proy— (X* + XY +Y?) = Pryoy — (X+%> _3y?

— donc P = P4 partout : maximum global.
c) Environ 3333 unités du premier produit et 13333 du second ;
Prax = P(12,40) = 700 ~ 233 3 ke,

Réponse. (x,y) = (% %) ; profit maximal @ ~ 233 k€.

Correction de l'exercice 9 - Quand le premier ordre ne suffit pas
On compare directement f(h, k) a f(0,0) =0 :
f0,k) = k*, g(0,k) = —k*, h(0,k) =k’
a) f = 0 partout, nulle seulement en (0, 0) : minimum global strict.
b) g(t,0) =t*> 0 et g(0,t) = —t* < 0 : col.
c) h(0,t) = t3 change de signe : ni minimum ni maximum.

— Les trois fonctions ont la méme partie quadratique x?, dégénérée (elle s’annule sur
tout I’axe des y) : c’est le terme suivant, dans la direction ou elle s’annule, qui décide.

Réponse. a) minimum - b) col - ¢) pas d’extremum.
Correction de I'exercice 10 - Fonction radiale : cercle de maximums

a) ¢(u) = (1 —u)e™™: @ croit sur [0, 1], décroit ensuite ; ¢(0) =0, (1) = %, @—0en +ox,
b) Minimum global 0 en (0, 0) ; maximum global % ~ 0,368 sur tout le cercle x? + y% = 1.
c) Regle de la chaine :

V=202 +y)(xy) =2(1 —x2—y? e ¥ +¥)(x,y)
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Chapitre 12 - Fonctions de deux variables 4

— nul en (0, 0) et sur le cercle unité v. Les maximums ne sont pas stricts : dans tout
voisinage d’un point du cercle, il y a d’autres points du cercle ou f prend la méme
valeur.

Réponse. Minimum 0 en O ; maximum % sur le cercle unité (non strict).

Correction de I’exercice 11 - Triangle d’aire maximale inscrit dans un cercle

a) Chaque c6té forme avec le centre un triangle isocele d’aire 1sin (angle au centre) ; on

2
somme (formule valable méme pour un angle au centre > m, dont le sinus négatif
retranche l’aire correspondante). Et sin (2mr — a — b) = —sin (a + b).

b)g—g=cosa—cos(a+b)=0eta—g=

b cosb —cos(a+ b) =0, donc cosa = cosb ; dans le

domaine, cela donne a = b (ou a + b = 2m, exclu) puis cosa = cos2a :a = ZTH
. . , 2m 2m 3\/_
c) g est continue sur le triangle ferme, nulle sur le bord, et g 33 >0:1le

maximum est intérieur, au seul point critique. Le triangle d’aire maxunale est
équilatéral, d’aire

BF ~ 1,299

Amax -

Réponse. Triangle équilatéral, aire 3‘/— =~ 1,30.

Correction de I’'exercice 12 - Extremums sur un carreé

a)Vf=2x—-y—-1,2y—x)=0:x =2y, 3y=1. Point (% %) intérieur,
—4_2,1_2__1

9 9 9 3~ 3
b) On se ramene a une variable sur chaque co6té :
A0,y)=y% ALy =y*-y, fix0)=x*-x fix1)=x-1)>°
— Sur[0,1]1:y*€[0,1];y*—y€ [—%,Oj;xz—xe [—%,0},- x-172%€e[o0,11.
c¢) Candidats : —% (intérieur), —%, 0, 1 (bord). Minimum —% en (% %) maximum 1 en
(0,1).
1

Réponse. Minimum —= en (%

3 ) maximum 1 en (0, 1).

o8]

Correction de I'exercice 13 - Répartir un budget

90 — 3y
2

a) 2x+3y=90,x =
10, 30[ :

, et 'on maximise InU = %lnx + %lny (méme maximum) sur

90-3y , 2 -1

1 2V-9y 2 2
yW =gh———+3Iny, vl =45= 3y+

3y
b) y'(y) =0 = 3y =2(90 — 3y) @ y = 20, puis x = 15 (¥’ décroissante : maximum).
Dépenses : 30 € et 60 €, soit % et % du budget (les exposants !). U = 18,17.

1,-2/3,2/3

Ug _ 3 Y _ Yy _20_2 : -
C) T, = W =55 =3 v. Les gradients de U et de la contrainte sont

colinéaires : la ligne de niveau de U est tangente a la droite de budget.

Réponse. x = 15, y =20 ; % et % du budget.
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Correction de I'’exercice 14 - Point critique non isolé et bord

a) Somme de deux termes positifs ; nulle si et seulement si x =y et x+y =2, soit (1, 1).

b) On annule les deux dérivées partielles :

g—ic=2(x—y)+4(x+y—2)3, %Z_Z(X—y)+4(x+y—2)3

— Somme : 8(x +y— 2)3 = 0 ; différence : 4(x — y) = 0. Unique point critique (1, 1).

c) (1, 1) est a distance y2 de O : il est sur le bord du disque. Le minimum 0 y est atteint
(et nulle part ailleurs). Un minimum sur un fermé peut étre atteint sur le bord et étre un
point critique : les deux études se recoupent, il n’y a pas de contradiction.

Réponse. Minimum 0 en (1, 1), point critique situé sur le bord du disque.
Correction de I'exercice 15 - Synthese : ou implanter un entrepot ?

a) F=2((x—x)"+ -y, VF =2(3(x - x), 3 (y - y))), nul si et seulement si
_ _ _0+0+9 _
X = 3 , y 3 3

— G(2, 3) : c’est I'unique point critique, et F (trindme convexe) y est minimale.
b) MA; = MG + GA, et > GA, = 0 : > MA? = 3MG* + > GA?.
FG)=4+9)+(16+9)+ (4 + 36) = 78 km?.

1-0+2-6+3-0 3-9)\ _ .
6 ’ 6 )_(21415)-

d) Avec les carrés, F est un polynome de degré 2 : VF = 0 est un systeme linéaire. Les
distances font apparaitre des racines carrées, non dérivables aux points A;, et un systeme
non linéaire.

Réponse. Centre de gravité G(2, 3), F(G) = 78 ; pondéré : (2;4,5).

c) Méme calcul pondéré : barycentre (
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