Chapitre 4 - Fonctions usuelles 1

Plaquette 2 - Exponentielles, logarithmes et puissances

Fonctions usuelles — Prépa MPSI / MP2Il (1" année)
Corrections détaillées

Boite a outils

gl logax =Inx g>0,a=1).

Puissances : pour a > 0, a” = o

B
— Croissances comparées (a, > 0) : (h)l(—f)

—>O,’%—>Oen +oo;x“|1nx|B—>OenO+.
e
— Forme 1°

a\* _ oxIn(l+a/x) a
(1 + x) € XD gw
— Caractérisation : les fonctions continues non nulles vérifiant f(x + y) = f()f(y)
sont les x » a* (a > 0).
NG J

Correction de I’exercice 1 - L’équation x"y = y™x

a) XY = y* = yInx = xIny = 18X = Z¥ (division par xy > 0).

b)f= lnt : fcroit sur ]0, e], décroit ensuite, f = 0 sur 10, 1] et f> 0 au-dela. Une

valeur prlse deux fois I’est une fois de chaque c6té de e, et doit étre > 0 (sur ]0, 1], f est
injective et négative, valeurs non reprises apres 1) : 1 <x<e <y.

c) x entier dans 11, e[ : x = 2. Alors f(y) = 1n2 = 1n4 ,doncy=4:
2'=4%=16

d) % Y141 ety—x(l + -+ );xy=y"<=>ylnx=xlny=>¥lnx=lnx+ln¥, soit
%lnx = ln(l + ?)’ vrai car lnx = tln(l + %) v (t = 1 redonne (2, 4)).

Réponse. 1 < x < e < y; unique couple d’entiers (2,4) ; paramétrage x = (1 + %)t,
=1+ l)t+1
: .

Correction de l'exercice 2 - Logarithmes de base quelconque

a) a'°%” = b donne log,blna = Inb. Produit : %EZ %n—b =1
b) log, x 1%, loggx = logzx
(1 + % + %)logzx = %logzx = 121 =log,x=3e=x=38
c) log,,2°°%° = 2026 x 0,30103 = 609,89 : 2°°*° a1609,89] + 1 = 610 chiffres.
d) Domaine : x > 0, x = 1. 1?14 = % =Ilnx =2In4 = x = 16 (contrdle : 16'/* =4 v).

Réponse. x = 8 ; 22926 3 610 chiffres ; log, 4 = % = x = 16.

Correction de I'exercice 3 - Formes indéterminées 1™«

In(1+a/x)

7 —a (a # 0 ; trivial si a = 0), d’ou e

a)xIn(1+4%)=a-
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b) xln<1 + %) ~1-0:limite 1. *In (1 + 1) ~ x = +o : limite +. (Numériquement,
x =10°%:1,000001.)

x+1 _ 2 .
C)X_1 1+X_1.

xln(1+ 2 )~ 2X_ 2 limite 2
x—1 x—1

d) BX -0 x/x> 1, Inlnx ¢ (Inx)' "> - 1.

Réponse. a) e?;b) let +o;c)e?;d) 1etl.
Correction de l'exercice 4 - Encadrement du logarithme

a) In (1 + x) = x par concavité (tangente en 0). Pour la minoration, on applique la

. . v —x 1. 1 —x
majoration a ;> > 1.1n1+xs1+x.

1. 1/n _ 1
b) x=q: 13T m = ns 1T

c¢) On multiplie par n et on applique exp croissante :

en$1<(1+l>n<e
< =) =

d)e—e"/n+tD = e(l —e‘”(”“)) s—CSr(carl-e“=su):—S5< 10"% pour n = 271.

Réponse. X < In (1 +x) <x; e <1+ )" <e;n =271 suffit.

Correction de I’exercice 5 - L’équation fonctionnelle de I’exponentielle

a)x=y=0:f0)= f(O)Z, donc f(0) € {0,1}. Si f(xg) = 0, alors pour tout x,
f(x) = flxg)f(x — xp) = 0 : exclu. Donc f ne s’annule pas et f(0) = 1.
b) 100 = /(%) > 0.

c) gix+y) =1In(f)f(y) = gx) + g(y) : g additive, donc g(r) = rg(1) pour r € Q (plaquette
de raisonnement). Pour x réel, x = limr, avec r, € Q ; g continue :

g(x) = limg(r,) = limr,g(1) = xg(1)
d) fix) = 9 = X0 = f(1)*. Réciproquement, a* Y = a*a¥ v
Réponse. f(0) =1, f> 0, Inf additive continue donc linéaire : f(x) = a*, a = f(1) > 0.
Correction de I’exercice 6 - Etude de x~(1/x)
a) f(x) = 1 —Xgnx x1/x
b) Signe de 1 — Inx : croissante sur ]0, e], décroissante ensuite ;

maxf = fle) = e!/® = 1,4447

C)En0": 10X o 0 En+ow: DX 50, f>1,

d) fdécroit sur [3, +[ : 3 > §4 > {5 ; et V2 = ¥4 (2''* = 4''%). Le plus grand est
I3 = 1,442 (proche du maximum, car 3 est I’entier le plus proche de e).

l/e

Réponse. Maximum e!/® en e ; limites 0 et 1 ; le plus grand est 3.

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 4 - Fonctions usuelles 3

Correction de l'exercice 7 - Comparer 27100 et 100~15

a) 100In2 =~ 69,315 et 151n100 = 301n10 = 69,078 : 2'°° > 100" (de peu : 1,27 x 10*°
contre 1030).

b) 3200 — 9100 et 2300 — 8100 .
3200 — 9100 > 8100 — 2300

c) 2" >n! ln” < 1n2 ~ 0,0693. f(t) = h%t décroit apres e : il existe un seuil. n = 58 :
h;% ~ 0,0700 (non) :n=59:=0,0691 (oui). Pour les petits n : n = 1 (2 > 1) convient
aussi. Doncn =1 oun = 59.

d) Toute exponentielle 2" finit par dépasser toute puissance n'?, mais le seuil peut étre
grand.

Réponse. 2'%° > 100" ; 3%%° > 2%, 2" > n10 pourn = 1 et n = 59.
Correction de I’exercice 8 - Démontrer les croissances comparées

a) Concavité de In (tangente en 1), ou étude de x — 1 — Inx (minimum 0 en 1).
b)In/x =J/x —1 <X, donc Inx < 2Jx et

(nx® _ /1x\ _ (B b
) —z —(;;f}) _(E'%> - 0.

d)x=1nx;g—‘;‘=“nx) ~0.En0* x =

ln

Réponse. Inx < 2/x donne “&X - 0 ; toutes les croissances comparées s’en déduisent par

changement de variable.

Correction de l'exercice 9 - Une équation avec I’exponentielle

a) h(x) =e*—1—-x—-%:h'(x) =e*—1—x = 0 (inégalité usuelle), donc h croissante,
h(0O)=0:h 203urR+,h <=0surR_.

b) h" > 0 sauf en 0, donc h strictement croissante : son unique zéro est 0.
c)k(x)=e*—1—-x:k"=e*—1, minimum k(0) = O strict : seule solution x = 0.

d) Par récurrence (intégrer 'inégalité de rang n — 1 sur [0, x]) :
n
= 3% (=0
=~ k!
p . . . . k
Réponse. h strictement croissante, unique zéro 0 ; e* = Ek <n % pour x = 0.

Correction de I’exercice 10 - L’inéquation 2"x > x2

a)2°=4=2%et2* =16 = 4%
b) w(x)=2x—x2:u/(—1)=%—1<0, w(0)=1>0;sur]—o,0], ¥ =2"In2—2x >0 : une
unique racine a € ] -1, O[.

c) Pour x > 0, 2*=x%? = g(x) = 0 ; ¢'(x) = In2 — 2 s’annule une fois en %

Bk décroit puis
croit, donc a au plus deux zéros ; ce sont 2 et 4.

d) Signe de y en suivant les zéros a, 2, 4 :
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2">x?exela,2[Ul4, +of
— (controle : x = 3, 8 < 9 v exclu).
Réponse. Solutions a = —0,767, 2, 4 ; 2° > x? sur Ja, 2[U]4, + .

Correction de I'exercice 11 - Les fonctions puissances
a) p,/ =ax®” L p, = ala- 1)x*~ 2 : croissante si @ > 0, décroissante si a < 0 ; convexe si

a ¢]0,1], concave si a € [0, 1].

b) a > 0 : x* = 0, prolongeable par O ; tangente horizontale si a > 1 (p’ — 0), verticale si
O<a<l((p-+x)a<0:x%-> 4w,

c)x’=sxPe(b-a)lnx=0:
D<x<l:x2<x<Jyx; x>1:Jx<x<x>
d) (Xa)b = PIn(X) = gablnx . yayb — g(a+Db)lnx
Réponse. Croissante ssi a > 0, convexe ssi a ¢ [0,1]; sur ]0, 1[ : x? < x < JX.
Correction de I'exercice 12 - Encadrer In(n!)

a) In croissante : sur [k — 1,k], Int <= Ink ; sur [k, k + 1], Int = Ink.
b) Onsommedek=2an(etlnl =0):

n+1

Intdt< [, Intdt

n+1

[imtat<mmn < [,

— soitnlnn—n+1=<=Inn)=m+1DInn+1)—n.
c) Les deux bornes sont équivalentes a nlnn (car (n+ 1)In(n+ 1) ~ nlnn et n = o(nlnn)).
d) 14,026 < 15,104 < 16,377 v

Réponse. nlnn—n+1<lnn'=s(n+1)In(n+1)—n;Inn! ~ninn.
Correction de I’exercice 13 - Caractériser I’exponentielle par f = f

a) g =(f —fHe™ = 0: g constante sur l'intervalle R.
b) g(0) = 1, donc f(x) = e*.
©) (fe™) =(f —af)e”™ =0
f=af=fx) =f0)e™
d) N(t) = Nye®%t = 2Ny = t = 102 =~ 23 1 ans (« régle de 70 » : 70/ 3 = 23).

0,03

Réponse. (fe™) =0:f=exp; f =af = f= Ce?™ ; doublement en énozg 23 ans.
Correction de l’exercice 14 - La moyenne logarithmique
a) L(1,4) = —4~2164 G=2,A=25:G<L<A.
b)G<L=>1n%_J_ =t-1-2Int:
u'(t) = 1+l2—%=( —%) =0, u(l) =

2(t ~ 1 4 (t-1? b
c) v(t) = Int — = 1 V() =4 - e w1 S 0, v(1) = 0 (avec t = 2 ici).

b—a a+b
Jab = e =7 = %5
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b b
d) f JAx=b-aet], % = ln% v (la moyenne logarithmique apparait en thermique pour
les échanges de chaleur).

Réponse. [.(1,4) = 2,164 ; G < L < A par deux études de fonctions.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : la suite (1 + 1/n) " n est croissante

a) g()=In(1+L)+x- 72— (1+1)- 1o

b) Avec u = % :In(1 +u) > ﬁ = X}_ 1 (inégalité stricte pour u # 0).

In(1 + u)
u

c)u,= eI avec g strictement croissante ; g(x) - 1 en +x ( - 1),doncu, T e.

d) h()=(x+DIn(1+31):H)=In(1+4) -+ <0 Doncv, | e (etvy=u,(1+3).
Pour n=10:
Uy = 2,5937 < e < vy = 2,8531

Réponse. g’ =In(1+3) — ;7 >0:(1+ )" Te, 1+ Le.
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