Chapitre 4 - Fonctions usuelles 1

Plaquette 3 - Fonctions circulaires réciproques

Fonctions usuelles — Prépa MPSI / MP2Il (1" année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Dérivées :

1
1 + x?

arcsin’x = #, arccos’x = ———1__ (]x] < 1), arctan’x =

1 — x? J1 — x?

— Identités : arcsin x + arccosx = arctan x + arctan % = % six >0, —% six < 0.

2 I
— Composées : cos (arcsinx) =1 — x?, sin (arccosx) =1 — x?,

cos (arctanx) = I —
\/1 + x2

— Addition : si arctana + arctanb € }—% %[ (par exemple ab < 1), alors

arctana + arctanb = arctan -2+ b .

1—ab
— Primitives : dx _ = arctan X, dx__ = arcsinx.
f 1+x2 f J1=x2
NG J

Correction de l'exercice 1 - arctan x + arctan(1/x)

-1/x*> _ 1 1 _
+ = - = 0.
a) f(x) = 1+2 1+1/x2 1+x* x*+1 0
b) f est constante sur chaque intervalle:f(1)=%+%=%etf(—1)=—%:
1 % x>0
arctan x + arctan n3 = o

c) Dans un triangle rectangle de cotés 1 et x, les deux angles aigus ont pour tangentes x
et L : ils sont complémentaires.

d) % et —%. (Une fonction de dérivée nulle n’est constante que sur un intervalle : f n’est
pas constante sur R*.)

Réponse. arctanx + arctan% = % six>0, —% six < 0.

Correction de I'exercice 2 - La fonction arcsin(sin x)

a) sinx € [-1, 1] ; périodicité et imparité héritées de sin (et arcsin impaire).
b) Sur[—% —} f(x) = x. Sur [” 32”} tII—X € [ o 2} et sinx = sin (I — x) :
) =
c) Une fonction « en dents de scie triangulaire », de pentes =1, oscillant entre —% et % v

d)%e[%,%—”}:ﬂ—%= 20 10 -2 = 37176[H 3217]:

f(10) =m— (10 — 2m) = 3m — 10 -0,575.
Réponse. f(x) = x sur [—— H] II— X sur [H 317] f(TH = —— , fl10) = 3m — 10.
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Correction de I'exercice 3 - La fonction arccos(cos x)
a) 2m-périodique et paire.

b) Sur [0, 7] : g(x) = x. Sur [—-m, 0], —x € [0, ] et cosx = cos (—X) : g(x) = —
C)

arccos(cosx) = |x| (x € [—m, m])

— prolongée par 2m-périodicité : dents de scie entre O et m.

d) -5+2m=1,283 € [—m, 1] : g(—5) =2m — 5. g(x) = % o X = +H [2m].

Réponse. g(x) = |x| sur [—m, r], 2m-périodique ; g(—5) =2m—5; g = % e X = i% + 2kim.
Correction de I’exercice 4 - Une identité par dérivation

=1

a) 1+x2—2Jx| = (1 - |xD*=0, donc‘lzxxz

b)u=_2X_ = 2(1—x2)et\/7 11— x?|

14+x?’ 1+ 1+4x?

2(1 — x?)

h'(x) = =
) 1—-u?2  |1=x31+x?

c) Sur ] -1, 1[, h — 2 arctan est constante, nulle en 0 ; par continuité, h = 2 arctan sur
[—1,1]. Sur 11, + [, h 4+ 2 arctan est constante, égale a sa limiteen 17 : Z + Z = 11, donc

22
h(x) = T — 2 arctan x.
d) x = tan6, 6 e} o 2[ h = arcsin(sin260), égal a 20 si [20| = Z, soit [x| =1 v

2x

Réponse. arcsinm = 2arctanx sur [—1, 1], m — 2arctanx sur ]1, +o[.

Correction de l’exercice 5 - Résoudre une équation en arctan

a) ¢(x) = arctanx + arctan 2x est strictement croissante, ¢(0) = 0 < Z : une solution est

4
> 0, etil y en a au plus une.
b) tan @(x) = LZZXZ =1:
3x=1—2x2=>2x2+3x—1=0=>x=_3+ V17

c) Seule x = @ =~ 0,281 est positive. Pour elle, 2x2% < 1 donc p(x) € }O, %[ ou tan est
injective : @(x) = % v (I'autre racine, négative, donne ¢ < 0).

d) arctan0,2808 + arctan0,5616 = 0,2737 + 0,5117 =0,7854 =4 v~

I
4

Réponse. Unique solution x = @ = 0,281.

Correction de l’exercice 6 - Une équation mélant arccos et arcsin
a)llfaut [x| = let|2x] =1 :x€ [ % %] arccos x = 0 impose arcsin (2x) = 0, donc x = 0.

b) Les deux angles sont dans [0 g } ou sin est injective : ’équation équivaut a
sin (arccos x) = 2x, soit

\/1—X2=2x<=1—x2=4x2<:x:L
J5
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c) & = 0,447 < l v ;arccos0,447 = 1,1071 et arcsin0,894 = 1,1071 v
J2
2

d) arcsinx = % — arcsinx © arcsinx = Z =

1
/5

Réponse. arccosx = arcsin2x e x = ; arcsinx = arccosx © x =

2
2.

Correction de l'exercice 7 - Encadrer arctan

-y — R _1__1 __x* —
a) u(x) =x—arctanx: u'(x) =1 TH 2 1+X220,u(0) 0.

b) v(x) = arctanx —x+ % : V() = —25 —1+x? = =X > 0,(0) = 0,

3
x>
3

5 L, 6 3 5
- — arctanx a pour dérivée 11 7 = 0:arctanx = x— %+ %
X

+ 5

c) De méme w(x) = x —
D’ou
X x —arctanx _ 1

1 _x% _ x—arctanx _ 1
3 55 3 =3 x>0)

— et la limite % par encadrement (parité pour x < 0).

-5
d) 0,1 - 0’%01 < arctan0,1 = 0,1 — % + % . arctan0,1 =~ 0,09967 (a2 x 107° pres).

3

Réponse. x — X < arctanx < x ; x—arctanx _, 1 3 . arctan0,1 = 0,09967.
X

Correction de I'’exercice 8 - Une somme télescopique d’arctangentes

a) tan de la différence : Qk+1D-Q2k=1) _ 2 _ % La différence de deux angles de

1+ (4k*=1) 4k* 2k
}0, %[ positive (arctan croissante), est dans }0, %[

b) Télescopage : arctan (2n + 1) — arctan 1.

_2n+1-1 _ ol .
c)tanSn—1+2n+1 n+1,avecS 6}0,4[.

+1 —> arctan 1 _Z

d) n = 7 : somme directe = 0,718830 et arctan% = (0,718830 v
-Z

S, = arctan

7 _ _ g n
Reéponse. S, = arctan (2n + 1) 1= 1

Correction de I’exercice 9 - Une fonction constante par morceaux

2 2
1+x 2 1+x\°_ 2(1 +x*) | e s . 1
a)(l_x> 17 et1+<1_x> =10’ : la dérivee du premier terme est—l+x2,
donc f = 0.
b) Sur]—«,1[: f(0) = 7. Sur ]1, +[ : 1+§—> 1etarctanx*—,doncf—»—%—%:—321—17
f=%8111‘]—°°,1[, = 31 sur 11, +of

4
C) lLane = tan (9 + %) sif e } [ 0+ ” € ]—%, %[ et ’arctan le rend ; sinon il faut

—tan®
retrancher 1I.
d) f(—3) = f(0,3) = 0,7854 et f(2) = —2,3562 v

Réponse. f =0 ; f——sur]—oo 1[ et —— sur ]1, +oo[.

2’4
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Correction de I'exercice 10 - Arcsin et arccos de racines

a) 0 = arcsinJx € [O%} :cos@=J1—-x=0etO €0, ], donc 6 = arccosy1 — x.

b) tan® = gg;g [ etee[o, 2[

C)

(arcsinyx)’ =

1
2J— \/1 — X \/x(l —X)

d) 2 arcsin/x (controle numérique de a) en x = 0,37 : 0,65389 des deux cotés v).

Réponse. arcsin/x = arccosy1l — x = arctanF primitive de ﬁ : 2arcsinyx.
Correction de I’exercice 11 - Intégrales qui donnent n
a) [arctanx](l, [arcsmx]“2 = %.
b)x2+2x+2=(x+1) +1:
f(l)d—xz = arctan2 — arctan 1 = arctan2 — % ~0,3218
x+1)"+1
)fOSJ_dU =1 .m_

(1+u® V3 4 J—
d) 41){2 =%ﬁ primitive arcsm2 arcsin % %
Réponse. £ Ve 6 ; arctan2 — Z ; 4% ; g

Correction de I’exercice 12 - Argument d’un nombre complexe par arctan

a) z = re® avecee} 5 2[quandx>0 alors tanG——etO—arctan—
® _ sing _ yIr 6 oo _ .
b) Avec tanj— T4 cosd — T+x/T (angle moitié), etie} 2,Z[poure?e] o :
— y
9—2arctanx+r

c) r=2 : 2arctan =2arctan(y2 + 1) = 2 x 3” = 3” v (car tan 2Z 3” =J2 +1).

J— _
d) arctan est a valeurs dans } 5y [ : pour x < 0, I’'argument est hors de cet intervalle (
arctan _Ll = _Z au lieu de 3f , erreur de 11).
, _ y . _ i . 3o
Reéponse. argz = 2arctan Tk pour —1 +1i: 1

Correction de I'’exercice 13 - Réciproque de sin sur un autre intervalle

o 3o

a) sin’ —COS<OSUI‘j|2 5

[ : strictement décroissante, de 1 a —1, continue.

b) Pourye[-1,1], oncherchexe[lzI 32”} avec sinx=y;ﬂ—x€[—%,%] et
sin (Ir — x) =
g(y) = m — arcsiny

O 9(})=n-f= P etsnf =~

d) tan est m-périodique : la réciproque est y ~ m + arctany.

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 4 - Fonctions usuelles

Réponse. g(y) = m — arcsiny ; g( ) = == ; pour tan : 1 + arctany.

Correction de l'exercice 14 - Arcsin : encadrement et limite

a) 0 = arcsinx € [O%} et sinf < 0 : x < arcsinx.

b)Ostan9=mpour9€[O,2[
c) 1 < arcsinx a ixz — 1 pour x > 0 ; imparité.

2
d)x=cost,t=arccosx—>0+:1—x=1—cost~%, donc

arccosx ~\J2(1 —=x) (x—-17)

— ce qui explique la tangente verticale de arccos (et arcsin) en 1.

Réponse. x < arcsinx < ] X__ ; ale8lX - 1 ; arccosx ~y2(1 —x) en 1.
1 —x?

Correction de I’exercice 15 - Synthese : étude de x arctan x

a) Produit de deux fonctions impaires : paire ; x et arctan x de méme signe : f = 0.

_ _ 1-x2 _ 2
f(x) = arctanx + - 2,f( X) = 1+X + 11 A%

b) f" > 0 : convexe. f croissante, f(0) = 0 : f décroit sur R_, croit sur R,, minimum
fl0)=0

c) f(x) = Ix — xarctan L et xarctan L — 1 (arctanu _, 1 .

flx) = ( x—1>—1—xarctanl — 0

X X = 4o

d) Avec u = % : 1= ar“% > 0 (car arctanu < u) : la courbe est au-dessus de
I’asymptote (cohérent avec la convexité). Numériquement, x = 1000 : écart = 3 x 10~/

Réponse. f paire, convexe (f" = (1272)2), minimum O ; asymptote y = %x —1en +w,
+ x

courbe au-dessus.
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