Chapitre 4 - Fonctions usuelles 1

Plaquette 4 - Fonctions hyperboliques et leurs réciproques

Fonctions usuelles — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Relations : ch® — sh® =1, ch+ sh = exp, ch’=sh, sh"=ch,th'=1 - th?.
— Addition : ch(a + b) = chachb + shashb, sh(a + b) =shachb + chashb.

— Réciproques :
_ 2 _ 2 _ _1,1+x
argshx—ln(x+ X +1), argchx—ln(x+ X 1) x=1), argth x 21n1_X
— Dérivées : argsh' = —L— argch' = —L— argth' = —1 .
PN T e I T e T T e
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Correction de I’exercice 1 - Formules d’addition hyperboliques

a) chachb + shashb = &F e~)(e’ +e™) Z (e?—e")(e’—e™) _ 2e7*P _228—(1—1) v

b) a = b = x puis ch?’—sh*=1 ; de méme sh(2x) = 2sh xch x.

3, _ (e°—e™° _ e _3e*+3eX—e 3 |
c) sh™x = 3 = 5 :

sh3x = sh3x —3shx
4

— (controle en x = 0,7 : 0,43653 des deux cotés).

d) cos(a+ b) = cosacosb —sinasinb : le produit de deux sinus change de signe. De
méme sin’x = M contre sh’x = w (le cube de sh contient sh® x sh).

Réponse. ch(a + b) = chachb + shashb ; sh’x = sh3x=3shx,

Correction de l'exercice 2 - Argument sinus hyperbolique

a) sh’ = ch > 0 ; limites = en *« ; continue.

b)X—% =2y=X*—2yX—1=0, de racines y +y% + 1 ; seule y+y*+ 1 > 0 convient :
argshy = In <y+\/y2 + 1)

c) Dérivée d’une réciproque : 1 1 (car ch =1 + shz). Directement :

ch(argshy) = /1 +y2

1+ =Y

W2 +1 _ 1
y+yr+1 P+t

d) argsh1 =1In(1 +2) = 0,8814 ; argsh 3 = ln(% + %) =In?2.

Réponse. argshy = In(y +y? + 1), dérivée - 1 = ; argsh% =In2.
t+y

Correction de I’exercice 3 - Argument cosinus hyperbolique

a)ch'=sh>0sur]0,+«[;ch0 =1, limite +.
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b) X + }1—( =2yeX= yi\/yz —1 ; pour x = 0, X = 1 impose le signe + (le produit des
racines vaut 1).
c) ch est paire : x = xargch?2 :

x=+In(2+/3) = =1,317

d) [argchx]; = In (2 +/3).
Réponse. argchy =In(y+\/y?>—1); chx=2=x = +In(2 +/3) ; intégrale In (2 +3).

Correction de l’exercice 4 - Equations hyperboliques
a) x = argsh% = In2 (exercice 2).

— aX. 1,.X-1/X _ &3 1 _ 2 _ -0.
b)X=e": X+5+=5—= =250t 5X+55=2,3X"-4X+1=0:

X=10uX=%<=>x=00ux=—ln3

—Cont1“<“)1ex=—ln3:ch=%,sh=—i 10_4_-,

c)ch+sh=e*=3:x=1n3. Seconde :

X+ LX _SX-1/X) e -2X+4=20X"+X-2=0,X=1:x=0.

d) x = argth% = %1n3.

Réponse. a)In2;b)0et —In3;c)In3 et 0; d) %1n3.

Correction de l'exercice 5 - Somme de cosinus hyperboliques

(n+1)x —(n+1)x
e -1 e -1
a) e*—-1 et e -1
sh (n+ 1)x
b) e’ —1=2e"?shg:>e" = e""/zsh—,%, de méme avec —x. La demi-somme :
2
sh ("+21)X emX/2 | gnx/2 sh%ch%
"T shX 2 Bl sh X

c) Les deux membres valent = 11,5688 v

i (n+ 1)x nx
. sin == cos 5 .
d) Méme structure que »,cos (kx) = S X : on remplace sin, cos par sh, ch (pas

2
de produit de deux sinus ici, donc pas de changement de signe).

(n+1)x ;1 nx
sh 5 chT

X
sh2

Réponse. EZ _oCh(kx) =

Correction de I’exercice 6 - Inégalités hyperboliques

a) ux) =chx-1 —X; U =shx—x,u"=chx—1=0, u'(0) =0donc u” ale signe de x, et

u a un minimum u(0) = 0.

b) (shx —x)’=chx —1 = 0 et la valeur en 0 est nulle. th est impaire et
(x — thx)" = th®x = 0.

c) (2k)! = 2%k! x (1-3---(2k — 1)) = 2¥k!, donc terme a terme
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— (X /2) _ x/2
chx = (2k)' _2 =

d)x=1:15=<chl1=1,543<e% =1,649 v

, 2
Réponse. 1 + X =< chx = e/?; shx = x (x = 0) ; |thx| = |x].

Correction de l’exercice 7 - La chainette
a)y =shXet1+y?=ch’X,
b) /1 + y’2 = ch % (positif), donc

L= fﬁbchgdx = [ash%]ﬁb =2ash 2

c)f= a(ch%— 1).

d) L = 2sh1 = 2,350 pour une portée de 2 : le cable est 17,5 % plus long ; fleche
chl-1=0,543.

Réponse. L. = 2ash %, fleche a(ch% —1);a=b=1:L=2,350.
Correction de I'exercice 8 - La fonction de Gudermann

a) Composée de fonctions impaires strictement croissantes ; arctan est a valeurs dans

A

b) gd'(x) = chx _ chx — 1
g 1+sh?®x ch’x chx
¢) tan (arctanu) = u. Puis cos?0 = 1 — = 12 et cosO > 0:
1 + tan“0 ch™x
1
cos(gdx) = —
(gdx) chx

— (numériquement en x = 1,3 : 0,50738 des deux cotés v).

+
d) Primitive arctan (shx) ; [ 0 chX = limarctan(shx) — 0 = %

Réponse. gd' = cl_h ; cos(gdx) =

_ax 1T
chx fO chx 2°

Correction de l'exercice 9 - Tangente hyperbolique et addition des vitesses

— Shachb + chashb
a) th(a +b) = chachb + shashb’

b) ¥ =th(p, + ¢ ) eta):

puis division par chachb.

w_ ct¢
1+ W
C
o) ¥ =18 ~0,9756 : w=0,976c (et non 1,6c).
d) ¥ =th(p, + ¢, € 1—-1,1[ : la vitesse de la lumiere n’est jamais dépassée.
Réponse. th(a + b) = -thatthb . 48,60 8¢~ 0,976¢.

1+ thathb ’

Correction de I'exercice 10 - Hyperbole et paramétrage

a) ch’t—sh’t=1etcht=1>0.
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b) Si (x, y) est sur la branche, t = argshy convient (x = \/1 + y2 = cht) et est unique (sh
injective).

c) Vecteur tangent (sht,cht) ; tangente : chtx —shty = 1. Quand t = +,
cht—sht=et-0:

y—x-0 :asymptote y=x
d) Pour le cercle, t est I’angle (et le double de I’aire du secteur) ; pour I’hyperbole, t est

aussi le double de l'aire du « secteur hyperbolique » entre O, (1, 0) et M(t) : c’est
I’« angle hyperbolique ».

Réponse. (cht,sht) parametre la branche x > 0 de x? — y2 = 1, asymptotes y = *x.

Correction de I’exercice 11 - Dérivées de argth et intégrales

1 1 1 _ 1
a)§<1+x+1—x>_1—x2'
b) Primitive %(—ln(l —X)+1In(1 +x) v

C)

f1/2 dx
0 1_X2

d) argsh1 =In(1 +/2) = 0,881 et arctan 1 =

= argth% =11n3 = 0,549

1
2

~ 0,785 ; sur [0, 1], \/141r—2 =7 J}Xz'
X

Jid
4
cohérent.

Réponse. argth’ =

T do =%1n3;argsh1 =In(1 +\/§)>%

Correction de I’exercice 12 - Dérivées successives et parité

a) ch™ =chsin pair, sh si n impair ; 'inverse pour sh.

exp+exp(—-) exp—exp(—)
2

2

c)u=y +yvérifieu =y’ +y =u,donc u =24e*;v=y —yvérifie v =—-v,v=—-2Be™;
douy= % = Ae* + Be ™%, soit

+

b) exp = = ch + sh (décomposition unique en paire + impaire).

y = achx + Bshx

d) y(0) =a, y(0) =B : y= 2chx, puis y = 3shx.
Réponse. y' =y = y = ach + fsh ; solutions 2ch x et 3sh x.

Correction de I'exercice 13 - Etude de la tangente hyperbolique

a) On multiplie numérateur et dénominateur de gi ; g:i par e*.
b) Limites 1 en *« ; et
1-thx=—2 — ~2e™>
e’X+1

— (th5 = 0,99991 : convergence tres rapide vers 1).
c)th=1- thz, donc th” = —2thth’ = —2th(1 — thz) =0 pour x = 0.

d) Courbe en « S » de —1 a 1, tangente y = x en 0 (point d’inflexion), sous la tangente sur
R,.

Réponse. thx =1 — ﬁ ; 1 —thx ~ 2e7%%; concave sur R,, inflexion en 0.
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Correction de l'exercice 14 - Hyperboliques et complexes

e X +eX
2

b) cos? (ix) + sin® (ix) = ch®x — sh’x = 1.

. . _X— X .
= chx ; sin(ix) = &——=% =ishx.

a) cos(ix) = o

c) cos(a +ib) = cosachb —isinashb :
| cos (a + ib)|* = cos?ach®b + sin’ash’b = cos?a + sh’b
d) | cos(ib)| = |shb| = 4. cos(iy) = chy = 2 donne z = iln (2 +3).
Réponse. cos (ix) = chx, sin (ix) = ishx ; |cos(a + 1'b)|2 = cos?a + sh’b ; COSZ = 2 pour
z=#iln(2 +/3).

Correction de l’exercice 15 - Synthese : étude de In(ch x)

a) chx =1 >0, paire, et In(chx) =In1 = 0.

b)f= 2—% =th ff=1- th* = # > (0 : convexe, décroissante sur R_, croissante sur R,,
C

minimum 0 en 0.

c) Pour x=0:chx = %X(l + e~%), d’ou la formule, puis par parité. Donc

fO) = (x| =In2) =In(1+e™?M) — 0

IX| = o
— asymptotes y = £x — In2 (numériquement f(5) = 4,30690 et 5 —In2 = 4,30685).

d) In(1 + e 2X) > 0 : courbe au-dessus des asymptotes. En 0, chx =1 + x; + o(x?) donne

flx) ~ x; : la parabole osculatrice.

, , 2
Réponse. f =th, f' = # ; asymptotes y = £x —In 2, courbe au-dessus ; f ~ X7 en 0.
C
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