Chapitre 17 - Fractions rationnelles 1

Plaquette 3 - Décomposition dans
R(X) : éléments de seconde espece

Fractions rationnelles — Prépa MPSI / MP2Il (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Décomposition dans R(X). Si Q = c[[(X — a)™[[ (X* + pX + qj)"f' avec pj2 —4q;<0:

R T T ) . L T

i k=1(X —a) Jk=1(X2+pJX+QJ)k

— Regroupement de conjugués : pour z ¢ Ret A € C,
A A _ 2Re(A)X —2Re(42)
X—z X-Z x?_2Re@)X+ |z|*

— Fraction en X° : si FX) = G(Xz), on décompose G(Y) puis on remplace Y par X2
(valable quand les podles de G sont négatifs).

— Parité : si F est paire (ou impaire), 'unicité relie les coefficients de X » —X.

— Factorisations utiles : X° +1 = X = 1)(X2 FX+1);
X +1=X-RX+ DX+ R2X+1); X +X°+1 =X +X+ D)X =X+ 1) ;
X'+ 4= (X% +2X + 2)(X% - 2X + 2).

- J

Correction de I’exercice 1 - Décomposer 1/(X3 + 1)

a) —1 est racine X3+1 = X+ 1)(X2 —X+1),avec A =1—-4 < 0 pour le second facteur.

P(a) ;o 2,9 — 1 _1
b) Formule 0@ avec Q' =3X": A FYoraTY avreini

c) On soustrait I’élément du pole réel, et le numérateur obtenu doit étre divisible par
X+1:

1 _1/3 _3-(X*-X+1)_ -(X-2)X+1)
x*+1 X+1 3(X°+1) 3X+1D)(X*—X+1)
- dl N F - 1 /3 + —X+ 2 .

ol X+1  3x*-Xx+1)
dx=0:1=1+2v.X=1:Fl)=Jeti+1i=1
Méthode : soustraire les éléments déja connus fait baisser le degré ; le quotient restant
doit se simplifier, ce qui contréle les calculs.

1 _1/3 . -X+2
x*+1 X+1 3x?-x+1)

v.

Réponse.

Correction de l’exercice 2 - Décomposer 1/(X* + 1) et X?/(X* + 1)

a) A(-X) =B(X).SiF = GXA+ b 4 CXP:"d, alors F(—X) = _a}é"’ b 4 _C{g"’d ; par unicité,
F(—=X) = F(X) impose ¢ = —a et d = b.
b) On réduit au méme dénominateur ; les termes impairs se compensent :

(aX + b)B + (—aX + b)A = (2ﬁa + 2b)x2 +2b
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J_X+1 QX+%

2 1 _ 4
T Donc = 2 4 B

— Egalitéavec1:b=Leta=-
g x*+1 A

b
2 J2
c) Egalité avec X* : b =0 et 2y2a = 1, soita = % :

 x*+1 47\A B/
d)EnX=1:A=2-J2=0,586B=2+/2 =3,414.
b): 92=-0354 L 05+40354 _ 954 025=0,5=F(1) .

x> —EX(l 1)

0,586 3,414
c):0,354 x(1,707 - 0,293) = 0,5 v.
1 J—X+ 1 %X+%

, 2 J2 1 1
Reponse. ; X = = < — >
P X+l X \/ X+1 X2+2x+1° x*+1 47\ x2-2x+1 X*+2Xx+1

Correction de l'exercice 3 - Une fraction en X2

a) Deux poéles simples —1 et —4 :

1 _1/3 _ 1/3
Y+D)(Y+4) Y+1 Y+4

1/3 _ 1/3
X*+1 X°+4
espece (X2 + 1 et X% + 4 sont irréductibles sur R, numérateurs de degré < 2) : par unicité,
c’est la décomposition. La substitution est l1égitime parce que I'égalité de a) est une
identité de fractions, vraie pour toute valeur de Y.

_ —1/3 4/3

b) On remplace Y par X*.F= . C’est une somme d’éléments de seconde

4
C) (Y+1)(Y+4) Vi1 +Y+4(coefflclents L et )donc
x> __1/3 4/3

- 2 2 - 2 + 2 .

X%+ 1)(X* + 4) X+1 X°+4

L1_1_1 , - _ 1
d)b).4 ) c):0 3+3./
2

Réponse. L =l( 1 __1 ); X :l( 4 _ 1 )

P X2+ 1DX%2+4) 3\xX*+1 X*+4/)  XP+DXP*+4) 3\X?’+4 X*+1

Correction de l'exercice 4 - Partie entiere et reste modulo Xz + 1

a) Division euclidienne X" = (X2 + 1)E, + aX + B ; en divisant par X’ +1:

F,=Eg, +%*8
X*+1
— et O‘f +f est bien un élément de seconde espéece (X2 + 1 irréductible, numérateur de
degré < 2).

b) Eni:i" = ai + B avec a, B réels.

c)i’=i:resteX.X°=(X*+1)(X°-X)+X, donc Fs =X’ - X +

X+1
—i®=—-1:reste-1.X°=(*+1)(X*-X*+1)—1,donc Fg =X*-X*+1 -

X*+1°

d)Fs()=1et1-1+1=1v.

|

Réponse. Fs = X° — X +

Xl;F6=X4—X2+1—

x? X*+1°

+
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Correction de I'exercice 5 - Elément de seconde espéece double

2 A 0 17 N
a) X“ + 1 apparait au carré : deux €léments de seconde espece,

bX+c dX +e
F=4 +
x " X2+1  X?+1)°

b) a = [%] = 1. F est impaire : F(—X) = —F(X) donne, par unicité, c = e =0 (les
oy

2

termes et — 5
X+1  X°+1)

sont pairs).

c¢) On multiplie par X(X* + 1)2

1 =X+ +bX*XP+ D +dX’ =1 +bD)X*+2+b+d)X*>+1.

— Doncb=-letd=-1:F=1-_X____X _
X x*+1 x*+1)°

—Contréleenl:F(1)=%et1—l—l=l/.

Réponse. F=L1 - X X
P X x2+1 x?*+1)°

Correction de I’exercice 6 - De C(X) a R(X) par regroupement

a) Au dénominateur commun (X —2)(X —2) = x? - 2Re(2)X + |z|2, le numérateur est
— AX-2)+2AX—-2)= (A +2)X - (AZ+ 2A2) = 2Re(1)X — 2Re(A2).

2
b) Avecz=j, A —J(etz j A= 3)

— 2Re(d) = 2 x (1) = - 3J = 1, donc 2Re(2z) = 2 ;
— X*-2Re(DX +|jI’ =X*+X +1.
1 _1/3 _ X+2
x°-1 X-1 3x*+x+1)
X=0:-1=-1-2.
Méthode : quand la décomposition dans C(X) est facile (pdles simples, formule IQJ,((‘ZI))), on

I’obtient d’abord et on regroupe ensuite.

1 _1/3 _ X+2
x2-1 X-1 3x?+x+1)

Réponse.

Correction de I'exercice 7 - Décomposer 1/(X¢ — 1) dans R(X)

A . s P - k
a) Les poles sont les racines sixiemes de 1'unité, simples, avec des coefficients %

(formUJe Q( ) —ﬁ—g :

b) Avec la formule de regroupement :
— k=1,5:2=% 2ReA = l, Aw = 1 ; dénominateur X - X + 1 ; élément 5(;2
6 6 6" 6(X°—X+1)
—k=2,4:1= %2 Rew? = —%, 2ReA = —%, Aw? = % ; dénominateur X2 +X+1 ; élément
-X-2
6(X*+X+1)
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—P61esréels:k=0donne;£61,k—3donne 1/6
_1(_1 1 X-2 X+2
C = - + -
) -1 6<X—1 X+1 ' x*-x+1 X+X+1>
—EnO:%(—l—l—Z—Z) —1v.En2:d5y=0,01587, et L(1-1+0-4)=~0,01587

v.

Réponse. 1

(1_1+X—2 X+2>_
6\X-1 X+1 x*_x+1 X*+X+1

Correction de I’exercice 8 - Reconnaitre une dérivée logarithmique

a) 4x3 est la dérivée de Q= xt-1= X-1DX+ 1)(X2 + 1). La dérivée logarithmique d'un
produit est la somme des dérivées logarithmiques :

Q_ 1 1 2X

QT xX-1"x+1 241

— et c’est bien une décomposition en éléments simples (unicité).

3
b) 2X =l<X11+ 1l _ 4 _2X );uneprimitiveest%ln(x‘*—1).

x*-1 2 X+1 ° x*+1
Q~ 4 _15+5+12 _ 32
c) En2: 21336t1+ 3+ 3 15 157

D3X2+1=+X) et X +X=XX*+1): 3;f—ﬁ“1=l+ 2X
+

3
Réponse. Xij n = Xl T+ 1l _ 4 _2X . primitive —ln x*-1); + 2X

X+1 " x*41 X+1
Correction de I’exercice 9 - Trois éléments de seconde espece

a) Poles simples —1, -2, -3 de G, méthode du cache :

eme1.=l = _1.en- 3 __3
en —1: iy = ~7ien —2: Ty = 25 en =3 gy = 3

1/2 . 2 _ 3/2

F=-
X*+1 X*+2 X*+3

b) deg du dénominateur de G — deg du numérateur = 2 : la somme des coefficients est
nulle, ——+2———0 v.EnO: F(0) = Oet——+1———0 v.

c) x*F(x) = 76 - 1. Sur la décomposition, —4 =x’—a+ 2‘1—2, et la somme
+ 24+a X*+a

pondérée des x? est nulle (b)) ; il reste

—Ecaa_—( Ix1+2x2-3x )=—(—0,5+4—4,5)=1/.

1/2 42 _ 3/2 .\iF(x) - 1.

Réponse. F = — ;
P X’+1 X*+2 X°+3

Correction de I'exercice 10 - Soustraire I’élément connu

4
a) deg (X4 + 1) =4 < 5 : pas de partie entiere. Coefficient de % : [ﬁ] =1.
+ 0

b) On soustrait et on développe (X2 + 1)2 =x*+2x%+1:

1_X*+1-x*+1* _  —ox®? _  —2x
F- X 2 2 - 2 2 2 2
XX“+1) XX“+1) X“+1)
— C’est déja un élément de seconde espece : F = % - % (le terme en — est nul).
X" +1) X +1
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=21 —2=1

Réflexe : apres avoir obtenu les coefficients faciles, soustraire les éléments trouvés fait
souvent apparaitre directement le reste de la décomposition.
Réponse. F=1 - __2X

P X x*+1)
Correction de I’exercice 11 - Décomposer a coefficients rationnels
a) (X2 +2)* - 2X)?* =x* + 4X° + 4 — 4X* = X* + 4. Discriminants : 4 — 8 = —4 < 0 pour les
deux trinémes.
b) Avec A = X?-2X+2etB=X*+2X+2 (A(—X) = B), la parité impose la forme

aX A"' b 4 —a)]g+ b Numérateur commun :

(aX + b)B + (—aX + b)A = (4a + 2b)X* + 4b

— Eaqalité =1 - _1 1 _1(_2-x X+2 s
Egalite avec 1 : b 1 d 8.DoncX4+4 8( + >,a

X*-2X+2 X*+2X+2
coefficients rationnels (contrairement a x* + 1).

_n.1_1 _ 7.1l l(l .31y 8_1
c)X=0:1= (1+1)/.X—1.5et8( + )—8x5—5/.

4~8 175
Réponse. — ! =l< 2=X 4 _X+2 )
X'+4 8\X*-2X+2 X +2X+2

Correction de I'’exercice 12 - Le corps de base change la décomposition

a) X3 -2 estde degré 3 sans racine rationnelle (candidats +1, £2) : il est irréductible sur
Q, et P est un élément simple de Q(X).

b) X° -2 = (X — a)(X* + aX + a?), le trindme ayant A = a2 — 4a? < 0. Pole réel : #. On

soustrait :

1 1 _ 3 - (X*+aX+a?) _ —X—a)(X +2a)
X°-2 3a*X-a) 3a%(X° - 2) 3a%(X° - 2)

— dou X31— 2 3a2(}1€— @ 3a2(X}2(:(i;+ a?)’
c)X=0: —% ; a droite, —3313 - 32(;"4 = —3}13 - 33(3 = —% = —% v.
Réponse. Elément simple de Q(X) ; dans R(X) : 3a2(}1'— 5 3a2(X}2(:<i§+ e a=2.
Correction de I’exercice 13 - Une fraction impaire
A X' -1=X-DX+1DX*+1):

F= it xe +§?§If
b) a = 7 ><113 = % (formule g,((‘;))). Imparité : F(—X) = X_+al + X_—bl + _)ng:ld = —F(X) ; par

unicité b =a etd = 0.

c) limxF(x) =0 (degQ —degP = 3)donnea+b+c =0, soitc = —

_gF=1(_1 1 -1 _ X
F (X + ) 2
2

N~

4\X-1T7X+1 X1

A ) — 1 1V_1g2_1_1_2
—ControleenZ.F(Z)—15et4(1+ ) 5 X v.
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4 _1/_1 1 \_ X
Reponse.F—4(X_1+X+1> 1)

Correction de l’exercice 14 - Deux poles sur le cercle unité

a) Poles simples e*? ; Q' = 2X — 2 cos 6 vaut 2isinf en e? et —2isinf en e :
F=_1 (R |
2isinf\ x —el® X —e 1
b) Pour [x| <1=]e*f|: L1 =—-e_1 —=_% e in+16x" et de méme pour

—e 1-—xe
l'autre. La différence donne

— > (ei(” +10 _ g-iln+ 1)9>x” = > 2isin((n + 1)0) x", et en divisant par 2isin6 on obtient
la formule.

_ 1 — 2 sinf _ ;
c) F(x) = T onces0 .l = 1 + 2xcos 6 + O(x~). Et la formule donne sno = 1 puis
sin20 — 9 cosh v,
‘sin6

sin((n + 1)0)
sinf
Tchebychev de seconde espece.

4 —_ 1 1 1 ) sin((n+1)0), n
Reponse. I = 2isin@ (X —e®  x_— e—if’) s FO) = 2 sin@

Lecture : les coefficients sont les valeurs en cos 6 des polynomes de

Correction de I'exercice 15 - Synthese : la famille de dénominateur X* + X2
+1

a) AB = (X2 + 1) -X?=x"+x*+ 1 ; les deux autres identités sont immeédiates.

b) On écrit le numérateur a l’aide de A et B :

AB AB 2 AB ~2\B A

tGX+b+

1p —
L=M=l(l_l> 1 1(1,1)
_a}f; b Numérateur :
— (@X + b)B + (—aX + b)A = (2b — 2a)X* + 2b ; égalité avec 1 : b =
— =i+ 158 en0: da+ =1,

c) B(—X) = A : pour une fraction paire, la forme es

1l ,=1
7, 4= 3.

AB 2\ A
X _X*+1_ 1 _1(1-X+1)  1-(1-X)\_1/X_X
d) 25 = 4B AB_Z( A T8 )_2(3 3)
x° X* _1(x>_X° X2 _1_X+1 X, X=-1.X _1(X-1_ X+1
—a8~X' 28772 ?_K)et__ - XL =1 Xl = (5F 5
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