Chapitre 17 - Fractions rationnelles 1

Plaquette 4 - Primitives et intégrales de fractions rationnelles

Fractions rationnelles — Prépa MPSI / MP2Il (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Primitives de référence (sur un intervalle ou elles sont définies) :

dx dx 1
D =ljx—al, [ = - - (k=2)
x—a x-a  k-Dx-a)*!
d’; 2=larctanx+a (B > 0)
x+a)+p> B B
5 _ap

— Seconde espece : 2ax+,8 =% 5 X*P 4 ——2 ; le premier terme a pour

X“+px+q x“+px+q x°+px+gq

primitive 5 In (x? + px + q).

2 -
— Formecanonique:x2+px+q=<x+§> +4q4p.

dx _— 11,1+x —
T— 2 =5y sur]-1,1[

2
— Changement t = tanX : cosx = 1-t ,
2 1+t

- J

Correction de l’exercice 1 - Intégrale de 1/(x3 + 1)

a) —%(2x—1)=—x+ doncz—x_——(zx—1)+3

1
2[

2
b) x> —x+1= (x—%) +%apourdérivée 2x — 1. Donc

ff;"dx= i =x+1)+3 x Zarctan2x=1

x2—x+1 2 2 /3 J3

1
+1

est

— avec B = E dans la formule de I’arctangente. Une primitive de —
X

_ 14 1 (n? — 1 2x—1
G(x) = 3 In(x+1) 6ln(x x+1)+ﬁarctan T
In2 _ 1 Juf _ 1
©) G(1) =152 —0+ L x L et G(0) =0 - 0+J§><( 6).Donc
'_dx _In2 4 1 - (2310+0,6046 = 0,8356.

x3+1 3 33

— Controéle : I'intégrande décroit de 1 a ; la valeur est entre =etlv.

Réponse.G(x)=%1n(x+1)—%ln(x x+1)+J1§arctan "J%l f0=72+%z0,836.

Correction de I’exercice 2 - Forme canonique et arctangente

a)x2+x+1=<x+2> +3.

b) Avec p =12 ;
1

1
d _ 2 2x+ 1 _ 2
f0—<x+ 1;2 +% = \/g[arctan >\</§ ]0 \/7(

2

)k

wll:l
CDI#:I

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 17 - Fractions rationnelles 2

_ I 1 _ o -
— car arctany/3 = 3 et arctanﬁ =% Valeur = 0,605.
c)x2+2x+5=(x+1)2+4 B=2:
_ -1 x+1 — _ )
f Ty 1) ” 2[arctan + ]—1 0) 1~ 0,393

— Controéle : I'intégrande vaut % en —1
est cohérente.

Réponse. (x+ ) +3 e H

‘33’

Correction de I’exercice 3 - Logarithme plus arctangente

2

a) (x2+2x+2) =2x+ 2, donc

2x+3  _ _ 2x+2 1
X2+2x+2  X2+2x+2  (x+1)%+1

b) Primitive : In (x* + 2x + 2) 4+ arctan (x + 1) (le trindme est strictement positif).
c)I=In5-1In2+ arctan2 — arctanl = ln% + arctan2 — %
— Numériquement : 0,9163 + 1,1071 — 0,7854 = 1,238.

— Controéle : I'intégrande vaut % en 0etlenl;une aire de 1,24 sur une largeur 1 est
cohérente.

Réponse. [ = In2 +arctan2 — Z =~ 1,238.

I
2 4
Correction de l'exercice 4 - Puissances de 1 + x2

2nt

On intégre 1 x —1—— en dérivant 1 dfacteur: ((1+t%) ") = ——=20L__ D

a) On integre A+ 0" en dérivant le second facteur (( ) ) Arty onc
] (x){i] 2n at
" (1+ onf, 1+t )”+1

2
et t =1 _ 1 Scrire t2 = (1 +t2) — 1).
€ A+ 1+ 1+t (écrire ( ) )

b) OnisoleJ ,,:2nJ, ., , = m+(2n—1)]

c) n=1,J, =arctanx : J,(x) 20+ + 5 arctanx, et fo a +t 2 =4 + g 0,643
+3 — 3 3o _ 1 ~

d)n=2:]J,(1)= 4><4 +3,(1) =55+ 55+ 35 =7 T35 = 0,545.

— Controle :J1(1) > J,(1) > J5(1) (0,785 > 0,643 > 0,545), cohérent avec (1+
décroissant en n.

1
2n—1J fO %_I_%;fo dt

Réponse. |

—_ X
n+17 2n1 +x2)" (1+t)
Correction de l’exercice 5 - Intégrale avec un pole double

a) Pole simple O : coefficient > = 1. Pole double 1 avec G = % G =1,G1)=—-

1 1_.1 . 1
x(x—1)% X x=1  (x—1)?

b) Sur [2, 3], une primitive est Inx —In(x —1) — ﬁ :
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Chapitre 17 - Fractions rationnelles

— (ln3—ln2—%>—(1n2—0—1)=1n%+%z0,212.

c) Sur [0, 2], la fonction n’est pas définie en 0 ni en 1 (poOles), et n’y est pas bornée :
I'intégrale de Riemann sur un segment n’a pas de sens. La formule de primitive n’est
valable que sur un intervalle ne contenant pas de pole.

3
Réponse.  — 1 + (x—11)2 ;[;=Imn3+1=~0212

Correction de l'exercice 6 - Changement de variable t = e*
a)t=¢eX dt=tdx, bornes 1l ete:
Lors =ity
1+e Lt(1 +¢t)
by -1 _-=1_ d’ou

1+t t 1+t’
— [lnt—ln(l +t)]1 =1-In(1+e)+1In2 = 0,380.

c) i + < a pour primitive In (1 + €*), donc

f01 =1-In(l+e)+In2v.
Remarque : toute fraction rationnelle en e* s’intégre ainsi.

Réponse. fl t(1 +t) =1+In2-In(1 +e) = 0,380.

Correction de I’exercice 7 - Changement de variable t = tan(x/2)

2X _ain2X — _ 2y =1-¢ 2x
5 sm2 cos? (1 t9) 1+1t2carcos2
2dt
+ t?

a) cosx = cos
donne dx = o

b)Bornest=0ett=tan%=1:
1

1 2dt 2dt 2 1 I
= = arctan = = ——
fo 1-t* 1 +¢2 ft+3 V3 /3 3/3
1+ t?
=~ 0,605.
2
= A+ g
1+t
1
— [ =2 =—14+2=1
Remarque : t = tan% ramene toute fraction rationnelle en cosx, sinx a une fraction
rationnelle en t ; c’est une méthode sire mais souvent lourde.
z /2 gx _ o . ("% ax _
Réponse. [ 775 =55 Jo Toemx = !

Correction de l'exercice 8 - Changement de variable u = x?

a) u = x2, du = 2xdx, bornes O et 1 :

flxdx 1f - Lx

u+1

LIS
eelis|

1 3 1 ,
b) [, —dx=1[In(x* +1)] =182 (forme ¥).
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Chapitre 17 - Fractions rationnelles

1

_ x dx -1 du u+1 -1 2 1Y\ 11,4
fo(xz+1)(x T2 fO(u+1)(u+2) 2[lnu+2 (In ln2> zIn3

c) L’intégrande est de la forme x G(x?) : impaire, avec un facteur x qui fournit %du. Le

changement u = x? divise les degrés par deux.

4 o.In2 . 11,4
Reponse.g, i ,21113.

Correction de I’exercice 9 - Changement de variable t = sin x

a) t =sinx, dt = cosxdx, bornes O et 1 :

! dt
I= f0(1+t)(2+t)

1 _ 1 _ 1
b)(1+t)(2+t)_1+t 2+t

—I—[1n1+t} =In2—-1In

1l 104 -
Tt 5 5 =In3 =0,288.

c) Sur [0, 1] décroit de % a % : I'intégrale est entre % et % v.

@1 +t)(2+t)

Regle de Bioche (repere) : si I’élément f(x) dx est invariant par x » T — x, le
changement t = sin x est adapté.

Réponse. [ = ln% =~ 0,288.
Correction de I’exercice 10 - Changement de variable t = vx

a) x = t2, dx = 2t dt, bornes 0 et 1. On fait apparaitre la partie entiére de T+T + o

1 1
O%t_ﬂ=2f0(1—%”)dt=2(l—1n2)

— = 0,614.

2
b) Bornest=1ett=2: flffftt= (28 =23 = 0,811.

— Controle : I'intégrande décroit de % a %

entre 0,5et 1,5 v.
Réponse. 2(1 —In2) = 0,614 ; ZIn% = 0,811.

sur un intervalle de longueur 3 ; 0,81 est bien

Correction de I’exercice 11 - Argument tangente hyperbolique

1 _1(_1 1 .
a)1_Xz—2<1_x'|'1+x>.doulapr1rn1t1ve

1:,1+x _
21n1—x sur | —1,1]

b) %m% 1in3 =~ 0,549.

_e¥—1 _ 2y — 14x _ 11 l+x )
c)thy—ezy_'_l—xae —1_X=>y—zlnl_x.Cestargthx,etlonretrouve

1
_xz.

1/2 1 s 1 1
d) f = arctan = = 0,464 < 0,549, cohérent avec =<
2 T+x2 7 1-

Parallele : . -:xz (pOles +i) donne une arctangente, 1 _1X2 (pOles £1) des logarithmes.

argth’ =

5 sur [0, 1[.

1/
—ln%— = argthx ; =

Réponse. %
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Chapitre 17 - Fractions rationnelles

Correction de I’exercice 12 - Une suite d’intégrales et In 2

a)lp=[In(1+ x)](l) = In2. Et, en factorisant x"

1 on 1
In+In+1=fOde_foxndx= 1

1+ x n+1
1
- n=niT
, -1
c) Par récurrence aveca) : [p=1—-1; =1 —%+IZ= =2:—0(1<J})1 + (-1)"I,,. Comme

I,, » 0 par b), la somme tend vers In 2.

d) x? = = 1 etIz———1+ln2—1n2——~0193.
1
— I1=f0(1—ﬁ>dx=1—1n2, etlj +I, =2 /.
k+1
Réponse. I, + I, 1 =-—1o, 0<I,<-1- ;5" U —m2;p=m2-1

Correction de ’exercice 13 - Partie entiere avant d’intégrer

On commence toujours par la partie entiere, quand le degré du numérateur dépasse
celui du dénominateur.

3 _ 2 x3  _ X
a) x°=x(x*+1)—x, donc =X :
) ( ) x> +1 x2+1

fl X 1_1
O<X— >dX:§—§1n2zO,].53

=x2-1+ 21 :
x“+1

4 _ (42 2 _ x*
b) x (x*+ 1)(x 1)+ 1, donc 21

c) L’'intégrande de b) est positif et non nul sur ]O, 1] : I'intégrale est strictement

positive, donc % > % soit 1 > § = 2,67.

4 _ 4
— Cette idée, poussée plus loin avec % prouve I < %

—2.doncm>8

1
Reponse 1n2 5 3

Correction de I’exercice 14 - Trois poles simples

a) x> —x = x(x — 1)(x + 1), poles simples ; avec Q' = 3x* — 1 :

1 _ 1.,1/2 1/2
X3—X X+X—]_+X+]_

— (Q0)=-1,Q(x1)=2)
b) Une primitive est —Ilnx + %In(x -1+ %In(x +1) = %ln XZX; L sur 11, +oo].

) %(mg - ln%) 1 1115’—7 ~ 0,085.

A’-1 1(0=mm3)=1n4=~
d) 45 —>1,doncf2—>§(0 n3)=1m%~0144.

—= en +, fonction dont 'aire au-dela de 2 est finie.

1 1
3 X
1/2 , 1/2 n32 . limite L1n4

f2 nss; limite 5 1113

-1
Réponse. Xt o1ty

N|H
N
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Chapitre 17 - Fractions rationnelles

Correction de I’exercice 15 - Synthese : 'intégrale de 1/(1 + x%)

)J— 7—£(2x+\/_)+1(car x 2 =1 ),etdeméme
—§x+%= ~2ox-y2)+ L.
b)A=x*>-2x+ % + % ; avec la formule de 'arctangente (f = %) :

dx : =\/§arctan(\/§x— 1), % =\/§arctan(\/§x+ 1)
)
2 2
c) 2x+J2 =B et 2x—J2 = A’, donc
— Gx) = ‘/—ln +‘/—(arctan(rx+1)+arctan(fx—1)).

2
d)G(0)=o+§(H—%)=o.En1:§=2+5=(2”5) = 3+2/2 = (1 +/2)% donc

4 22 2
— G =Z X2l +/D)+ 2 x 2= L1n +/2) + B2,
— Numériquement : 0,3536 x 0,8814 + 0,5554 =~ 0,3116 + 0,5554 = 0,867.

— Controle : I'intégrande décroit de 1 a % sur [0,1] v.

Réponse. G=anx”_—x+1+ﬁ(arctan(\rx+ 1)+arctan(fx—1))
X —\/_x+1

fo=Ln@ +/2)+ 22 ~ 0,867.
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