Chapitre 17 - Fractions rationnelles 1

Plaquette 5 - Sommes, dérivées n-iemes et développements

Fractions rationnelles — Prépa MPSI / MP2Il (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils
Outils.

7 n
— Telescopage:Ekzl(uk—ukﬂ,) =u1+...+up—(un+1+ ctUpgp).

(k)

— Condition de convergence : si LG9l 21 T (poles simples), la somme Y, == P o)

Q(k)
ne peut converger que si >,A; = 0.

— Dérivée n-ieme d’'un élément simple (aussi pour a complexe) :

(Xla)(n) _ %

X
— Série géométrique : pour |x| < |a|, g2 = D=0 anX:p et & 1 7= Dnsom+ XM
> _X >
— Coefficients de Taylor : si f = D c,x" prés de 0, alors f“”(O) =n!c,.
& J

Correction de I'exercice 1 - Somme de 1/(k%2 - 1)

a) k*—1= (k —1)(k + 1), pOles simples +1 :

1 =l( 1 1)
2_1 2\k—-1 k+1

1
K= etk+1

Uy — Uk 49, etil reste deux termes au début et deux a la fin.

b) Les termes sont décalés de deux rangs : avec uy = on somme

1
k-1’

1 1_1_ 1
— Sp=5(1+5 -4 n+1)
€)S,»1x3=3
e o lapd(3_1_1\_1y2_1
S2=jet5(3-5-3)=3%x3=3"
_ 1,1 _11 +1/3_1_1\_1,11_11
Ss=f+g=treti(3-%-4)=5x1g=%5"
Réponse Sn=%(%—%—n}rl)—>%

Correction de I'exercice 2 - Somme de 1/(4k%2 - 1)

a) 4k’ —1=02k-1)2k+1) :

#=l( 1 1 )
ak2—1 2\2k—-1 2k+1

1 1 . A ’
b) Avec uy = =T 0N A Uk+1 = 577 : télescopage d’ordre 1.
J— =l —_ 1 n l
Tn (1 2n+1> n+1 2
— Controle : T1—§/ Tz—%+%=2/.

c) 4k (4k -1)+1, donc

:-J>IH

5
1+ > artie entiere 1 , et
< 4k — )@ 7)
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Chapitre 17 - Fractions rationnelles 2

_zn k2 =ﬂ+lx n — n(n+1)
k=1432_17 4 47 2n+1 " 22n+1)
— Contrélen=1:%et%=%/-
] 3 n 1.x" k2 _ nn+1)
Reéponse. Tn_—2n+1 -5 'Ek=14k2_1 T 22n+ 1)

Correction de I’exercice 3 - Quatre facteurs consécutifs

a) On réduit au méme dénominateur la différence :

1 _ 1 _ (k+3) -k _ 3
k(k+1)k+2) *k+D)k+2)(k+3) kk+Dk+2)k+3) kk+1)(k+2)(k+3)

1 .
k(k+1)(k+2) "

b) Télescopage avec vy =

1 _1(1_ -4
— 3= 3 (v V"+1)‘_(€ n n+2)(n+3)) 18"

1)(

_ 1/1_ 1 1w

— Controlen=1: ﬁet (6 24) 3
1 —w _ p

kk+1)-(k+p—-1) ° k+1 k(k+1)---(k+p)’

c) Méme idée avec wy = donc

w;

1 - W1 _
_Ek21m_7_pp' Pourp=1:1;p=2: —,D 3.

2 nooo_1(1 1 1. And 1
Reponse. Ek -1- §(€ - M+ Dn+2)(n+ 3)) - 18’ en general W
Correction de I’exercice 4 - Un télescopage caché

a) (k+1)°—k*=2k +1, donc
11 _k+D*-K_ 2k+1
kK2 (k+1)° Kik+1)?  Kik+1)?

|
(n+1)>

b) Télescopage : ZZ .=

A -1.3 _1
—>1.Controlen—1.4et1 4/

c) Non : a) est la décomposition (unicité) ; les coefficients de % et de sont nuls. Avec

1
k+1
G=2+L en0:G0)=1etG(0)=| HFD=2UAD | =2-2=0/.
(k + 1) k+1)° 0

- 1.

Réponse. _2k+1 9 _
p 2"‘1k(k+1) (n+1)>

Correction de I’exercice 5 - Un produit télescopique

_1 _k=Dk+1) _ k=1 k+1
a)l 7= 7 e e

b) Les deux produits télescopent séparément :

ﬁk—1=; Tk+1_n+1
k=2 K n koo K 2
+1 1 3 3
2n =5 Controlen=2: vy tZ v

KP=1 _ k=1, K+k+1 2 ‘ ) _
)k 1 K+ W a1 .Posons q(k) =k“—k+1;alorsk“+k+1=q(k+1).

_ Hk=2k;% = _1x2 (télescopaged'ordreZ);szzq”“rl) =an+1) _n’+n+1

nn+1) q(k) q(2) 3
4L 2P +n+1) 7 2x7 7
— Produit : m 4 Controlen=2: £ et ] v.
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Chapitre 17 - Fractions rationnelles

n+1 L0 k—l _2*+n+1) 2
k

Reéponse. P, = o CICES) 5

Correction de l’exercice 6 - Dérivée n-ieme de 1/(x2 — 1)

a)f__(x—l _x-}-1>'

b) On dérive chaque élément n fois avec la formule du cours :

my _ (=1)"n! 1 _ 1
f( (X) 2 <(X_1)n+1 (X+1)n+1>

c) n =1 : la formule donne —1 1l ___1 >=—l>< X = —__2X__ quiest
) 2((x— 2 1)’ 2" 2 —1) = 1) q
bien f(x) v.
1 1

d) sz_ T = 7(){_ T+ X+ ) (coeff1c1ents = et —) donc
— g0 = Y (v ).

g (x) 2 =11 x+1) ]
Contraste : la formule de Leibniz sur Xl T X ﬁ donnerait une somme de n + 1 termes ;
la décomposition en donne deux.

. n. .y _ (=1"n! 1 _ 1 . mé X
Reponse. f (x) 5 (( EPTUES By 1)n+1> ; méme formule avec + pour 71
Correction de l'exercice 7 - Dérivée n-ieme de 1/(1 + x?)

a) 1 J}XZ = %(ﬁ -3 1 1) Les deux termes sont conjugués, et Z =Imz :
(=1)"n! 1 1 n 1
00 = - =(-1)'nllm———
2i <(X—i)n+1 (X+i)n+1> (X—i)n+1
b) EnO: ( .)1“1 =i"*! , de partie imaginaire 1 sin =0 [4], —1 sin = 2 [4], 0 si n impair.
—1

Donc f*¥(0) = (-1)*©2k)! et f**P0) =0

2k)
— Avec le développement : le coefficient de x%¥ est (— 1) f((2k()?) v,

. _ —if .
i= cos@ —isinf _ e 1 n+1961(n+1)9

donc

sinf ~ sin6’ (x -+t et

= sin

C) X —

f"”(x) = (=1)"n!sin"* ' @sin ((n + 1)0). Sur 10, 1[, sin® > 0 et sin ((n + 1)0) = 0 pour
0= 1 = k = n : n zéros distincts, et 6 ~ cotan6 est une bijection de ]0, [ sur R.

n+1'

Réponse. f(x) = (-1)"n!Im(x — 1) "V ; £20) = (=1)*2k)!, f***P(0) = 0 ; n zéros, en

ko
cotann +1°

Correction de l'’exercice 8 - Dérivées en 0 et développement

a) x> = 3x+2 = (x — 1)(x — 2) ; coefficients -1 = -1 et ;2 =2
—__1 2
0 == "7+%3
b) f(x) = (—1)”n!(—( 1)“1 + ( g)nﬂ) En 0, (-1)"*' se met en facteur :
X — X —
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Chapitre 17 - Fractions rationnelles 4

— f™0) = (=1)™n! (—1)””(—1 + %> = n! (1 - ZL)

o) fx)=>, . Of(n('O) => . (1 - %)x” (terme n = 0 nul). Directement :

1 2 _

T =T =2x"et —2‘ ~ %77 = EX L
1

3x etf(x)_—(1+ Sx+. )

— Premiers termes : =x +
Réponse. f=——L_+ 2 fP0)=nl(1-27"); 0 =3, ., (1-27"x"

2
X
Correction de l'’exercice 9 - Suite récurrente et fraction génératrice

a)u2=1+2=3,u3=3+2=5,u4=5+6=11

b) 1 —x—-2x*>=(1-2x)(1 +x). On cherche 2 + 12){:
—enx=%(cachede1—2x):a=“1_%=%; x=-1:b= +2=%
1 __2/3 1/3

I —x—22 1-2x T1+x

c) Séries géomeétriques : 2/3 z 292\ ot 1/3 2%(—1)"%’. Par unicité des

1T-2x
coefficients :
n+1 n
oy, =2
_ Mo, 241 _q 4—1 _q 841 _o 16—1 _ 3241 _
Controle : 3 1, 3 1, 3 3, 3 5, 3 11 v.

Lien : les pdles % et —1 sont les inverses des racines 2 et —1 de I’équation
caractéristique r* = r + 2.

11..2/3 L 1/3 . 2”“+(—1)”_

Réponse. u, =3, u3 =5, uy = STy T igx Un = 3

Correction de I’exercice 10 - Télescopage d’arctangentes

a) arctan(k + 1) et arctan k sont dans [0, > [ donc leur différence est dans }—% %[ et sa
tangente vaut
(k+1)—-k _ 1

tan (arctan(k + 1) — arctank) = =

— d’ou I'égalité (I’arctangente est la réciproque de tan sur cet intervalle).
b) Télescopage : EZ _olarctan(k + 1) — arctank) = arctan(n + 1) - %

c)n=3:
arctan1 + arctan% + arctan% + arctan11—3 ~ 00,7854 + 0,3218 + 0,1419 + 0,0768 =~ 1,3258,
et arctan4 = 1,3258 v.

Remarque : le « dénominateur » 1 + k(k + 1) joue le role du produit k(k + 1) des
télescopages rationnels ; c’est la formule d’addition de la tangente qui remplace la
décomposition en éléments simples.

1 =arctan(n+ 1) - &£.

, n
Réponse. >, _ arctan :

Correction de I’exercice 11 - Une somme qui converge

a) Poles simples —1, -2, -3 :
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Chapitre 17 - Fractions rationnelles

1/2 2 3/2 1 3
= — + - —=+2-=2=
k=TT TRr2 k+3 2 2 =0
__1/(_1 1 3/.1 _ 1 \. f - 1
11)) vk3— 5 (k+ i k+2> +35 (k+2 k+3) ; on vérifie que le coefficient de ) vaut
c) Chaque parenthése télescope :
_1/1__1 3(1__1 1 41_1
— S 1V 2(2 2)t3(F )i tiT
=1 .yi=L et=1(1_1\43(1 _1\_-_1,1_ 1
—n=l:vi=gret=3(3-3)+3(3-4)= -t +§=22"
k> 1. .. . ) k> _
d) KT DE+DET "k la somme des coefficients vaut lim k KT DK+ KT 1=0,
et la somme se comporte comme la série harmonique, qui diverge.
. __1/2 2 _ 3/2
Reéponse. v, = e e g Ek Y ; coefficients de somme non nulle =

divergence.

Correction de I’exercice 12 - La somme harmonique n’est pas une fraction
rationnelle

a) Si F est un polyndéme, F(X + 1) — F(X) en est un aussi, et ne peut égaler 1 qui a un
pole en 0.

b) Les poles de F(X + 1) sont les ¢ — 1, ¢ poOle de F. Si a était pole de F(X + 1), alors a + 1
serait pole de F, de partie réelle plus grande : exclu. Donc F(X + 1) est définie en a et F
ne l’est pas : a est pole de la différence

F(X+1) - F(X) =%

— dont le seul pole est 0 : a = 0.

c) b — 1 est pole de F(X + 1) ; il n’est pas pole de F (sa partie réelle est plus petite que le
minimum). C’est donc un péle de la différence : b —1 = 0, b = 1. Mais alors
Reb =1 > 0 = Reaq, contredisant la maximalité de Rea. Aucune F ne convient.

1 . 1__ 1

1 __1__ 1 .p=_1 i TXAT
d) . F convient, car —s—— + 5 XX+ 1) 1)

XX+1) X X+1 X

Conclusion : H, n’est pas une fraction rationnelle en n ; c’est pourquoi on I’étudie par
comparaison a Inn.

Réponse. Pas de solution : pole de partie réelle maximale en 0, minimale en 1,

iction : 1 p=_1
contradiction ; pour XX+ D)’ F X

Correction de I’exercice 13 - Payer avec des pieces de 1 € et 2 €

a)co=1,c1=1,c,=2(1+1,2),c5=2,¢c,=3 (1111, 112, 22), c5 =3

J— 2= — . frd 1 =l = 1 =l — .
b)1-—x (1 —=x)(1 +x). Cache :a [1+Xl(=1 2etc [(1_X)2] 1 4.Enx 0:
1=a+b+c,doncb=%.

1 __1/2 +1/4+1/4

1-%1+x) (1-x° 1-x 1+x
1

c) Avec a 5 = > (n+ 1)x" et les séries géométriques :
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Chapitre 17 - Fractions rationnelles 6

e =n*l 1 D i o = mae il sin = .
Cp=03++ g+ 7. Sin=2m:c,=m+z+5=m+1;sin=2m+1:

cn=m+1+%—%=m+1.Donccn=L%J+1.
— Controle:c,=3,c5=3 .

d) Une facon de payer est déterminée par le nombre g de pieces de 2 €, qui peut valoir

0,1,..., L%J (les pieces de 1 € completent) : L%J + 1 choix.

, . 1/2 1/4 1/4 . =
Reéponse. 1,1,2,2,3,3; (1—x)2+ i—xt 1+x'C"_L2J+1'

Correction de I'exercice 14 - Sommes de Riemann de fractions rationnelles

On reconnait des sommes de Riemann : pour f continue sur [0, 1],

53 (8), = S

n 1 1 s b dx I
=+ X ———: limite =4,
n2+k* M1+ (k/n)? f01+x2 4
n _1 1 . _ 1 _ 2 1
b) o omTa0 = 1 X Tr kT T2k - OR decompose : ro—si—ay = 759 ~ T x’

d’ou la limite

1 2 1 _ _ 13
—fo(m m)dx_lns In2 =In3 =~ 0,405.

k -1 k/n i 1
C = X : limite
) n2+k2 n 1+(k/n)2 fO

— Controle numérique de b) pour n = 2000 : la somme vaut environ 0,4053, proche de
In1,5=0,4055 v.

_ 1
—Ean.

x dx
+x2
X

1

Réponse. a) % - b) ln% - C) %an.

Correction de I'’exercice 15 - Synthese : le probleme de Bale

. s o . .\ , -
a) cotand + i = €0s0+isin® _ e~ q:qy, 1a puissance n-itme. Pour 6, €% = e*7 = +1 est
sin @ sin @ k

réel, et sin" 0y > 0 : la partie imaginaire est nulle.

b) Avec ¢ = cotanfy : Im(c +i)" = Zj nnpair(’}) c" IIm(¥) = <’11>c”_ 1. (g)c”_B' + ... Les

exposants n —j sont pairs (n impair) : c’est P(c?) = P(x,) = 0.

— O+ cotan?0 est strictement décroissante sur }O, %[ et les 0 (k = m) y sont distincts :
m racines distinctes pour un polynome de degré m.

c) Relations coefficients-racines :

n
NI (3) _ 2m+1)2m@m=1) _ m2m-1)
=k <n> 6(2m + 1) 3
1
d) On somme I’encadrement pour 6 = 6, avec # = ’21;2 et on utilise c). €) On multiplie
k IT
2 _ —
par L = — T . ]es deux bornes, Zm2mM =1 o 1’ _ (m + M) tendent vers
n>  (2m+1) 32m+1) @m+1) 3
o’ x2 _ m? m.o 1 _, m?
=+ = & Par encadrement, >, _, 2%
e m 2 km _ m@2m-1) . 1 _ o
Réponse. >, _, cotan®—U - = 5 ; par encadrement, >, _ = =%
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