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Plaquette 4 - Primitives et intégrales de fractions rationnelles

Fractions rationnelles — Prépa MPSI / MP2Il (1 année)
Exercices

Méthode

Pour intégrer une fraction rationnelle : partie entiere (polynome), puis
décomposition en éléments simples, puis une primitive par type d’élément. Les

éléments ﬁ donnent un logarithme ou une puissance ; un élément de seconde
X—da
espece 2“’(7+B se coupe en & # (un logarithme) plus une constante sur
x>+ px+q 2x°+px+q

x? + px + q (une arctangente, aprés mise sous forme canonique). Beaucoup
d’intégrales se rameénent a ce cas par un changement de variable : t = ¥, t = /X,
t =sinx, t = tanX.

2
Exercice 1 - Intégrale de 1/(x® + 1)
1 _ 1/3 2—x

On admet

= + .
x3+1 x+1  3(x*—=x+1)
a) Ecrire 2 — x sous la forme —%(Zx —-1)+c.

b) Donner une primitive de x ~ 31 1 sur | — 1, +oof.
X

1
c) En déduire [, =In2 , 1 ot yne valeur approchée (figure).
) o5 =%+ pp (figure)
y r
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s 5 1 dx
L'aire hachurée vaut [, 3.1
N\ J

Exercice 2 - Forme canonique et arctangente

a) Mettre x? + x + 1 sous forme canonique.

1
b) Calculer fo ﬁ

1
c) Calculer [, )(2_&7’;4_5

Exercice 3 - Logarithme plus arctangente

1
Calculer I = [ % dx

a) en écrivant 2x+3 =2x+2)+ 1 ;

Vs
-
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b) en donnant une primitive ;

c) en donnant la valeur exacte et une valeur approchée.

J
Exercice 4 - Puissances de 1 + x2

Pour n = 1, on pose J,(x) =

f" dat
0 (1 + tZ)Tl
a) Par une intégration par parties, montrer que J,(x) = ﬁ +2n(J,(x) —J, + ().

b) En déduire J, , , = a1y

X
2n(1 + x?)"

c) Calculer J,(x), puis foit)

d) Calculer [, +—t)

- J

Exercice 5 - Intégrale avec un péle double

1
x(x—1)

a) Décomposer > en éléments simples.

b) En déduire [ j%
XX —

2

c) Pourquoi ne peut-on pas calculer f 0 ﬁ de cette fagon ?
XX —

S J

Exercice 6 - Changement de variable t = ex

a) Par le changement de variable t = e*, transformer f 0 1 - en I'intégrale d’une
fraction rationnelle.

b) Calculer cette intégrale.

X

1+eX’

c) Retrouver le résultat en écrivant ﬁ =1-

Exercice 7 - Changement de variable t = tan(x/2)

2
a) Justifier les formules cosx = 1 ;iz et dx = 12T pourt=tan%, x €] —, af.

2'

m/2
b) Calculer [, %&SX.

c) Calculer f 0 m par le méme changement de variable.

- J

Exercice 8 - Changement de variable u = x?

1
a) Calculer [ 0 4’1 dx par le changement de variable u = x?.

b) Calculer de méme fo = fo ity &

¢) Quel point commun permet ces changements de variable ?
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Exercice 9 - Changement de variable t = sin x

m/2

CalculerI = [, Cosx

(1 + sinx)(2 + sinx) dx

a) par le changement de variable t = sinx ;
b) en décomposant la fraction obtenue ;

c) Controler ’ordre de grandeur.
J

Exercice 10 - Changement de variable t = vx

a) Calculer f o

s

T + J_ par le changement de variable t = /x.

b) Calculer fl

X+ J_
S J
Exercice 11 - Argument tangente hyperbolique
a) Décomposer 1 _1 > et en déduire une primitive sur ] — 1, 1[.
lcul
b)Cacuerf0 _X2
c) Montrer que cette primitive est la réciproque de th sur ] — 1, 1[ (résoudre thy = x).
/2 gy
d) Comparer avec [, 5.
S J

Exercice 12 - Une suite d’intégrales et In 2

1 X"
Pour n € N, on pose I, = [, %~ dx.

a) Calculer I, et montrer que I, +I,,;1 =

n+1°
b) Montrer que 0 =< I, < nil'
-1 (=¥ n s R G D L
c) En déduire que In2 = Ek okt + (=Dl puis lim, _ >, _ = In2.
d) Calculer I, directement par division euclidienne et vérifier a).
g J

Exercice 13 - Partie entiere avant d’intégrer

1
a) Calculer [, ﬁ dx.

1
b) Caleuler [ —dx.

c) En déduire I'’encadrement H > £, en justifiant le signe de l'intégrale de b).

3;
- J

Exercice 14 - Trois poOles simples

a) Décomposer —1
X —_—

en éléments simples.
X

2
b) Montrer qu’une primitive sur ]1, +«[ est %In X = 1
X

3
c) Calculer [, X3di‘ ~.
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i A dx
d) Calculer la limite de [, 2 quand A = +.

Exercice 15 - Synthese : I’'intégrale de 1/(1 + x4)

On admet la décomposition (plaquette précédente), avec A = x> —/2x + 1 et
B=x*+2x+1:

1 Q<2x+ﬁ_2x—ﬁ>+l(%+%)

1+ x4 8 B A 4
—QX + l QX + l
ya e . \ . 4 2 4 2
a) Vérifier cette écriture a partir de ) + =5

2
b) Montrer que A = (x - g) + % et en déduire f% =2 arctan (Y2x — 1) ; de méme
pour B.

c) En déduire une primitive G de . : 7 sur R.
X

d) Sachant que arctan (/2 + 1) + arctan (V2 — 1) = Z, montrer que

1
fo 1 ixx4 = g In(1+J2) + % et en donner une valeur approchée.
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