Chapitre 17 - Fractions rationnelles 1

Plaquette 5 - Sommes, dérivées n-iemes et développements

Fractions rationnelles — Prépa MPSI / MP2Il (1 année)
Exercices

Méthode

La décomposition en éléments simples linéarise une fraction : chaque élément

( A ) se somme, se dérive n fois ou se développe en série géométrique
X—da
séparément. D’ou trois usages : les sommes télescopiques (on regroupe les
éléments pour faire apparaitre uy — uy 4 1), les dérivées n-iemes (on dérive ﬁ,
éventuellement avec a complexe), et les coefficients d'une fraction développée en

série (suites récurrentes linéaires, dénombrements).

Exercice 1 - Somme de 1/(k? — 1)

n
Pour n = 2, on pose S, =2k=2—k21 L

k

1

a) Décomposer N en éléments simples.

k2
b) Calculer S, par télescopage.

c) En déduire la limite de S, et vérifier sur S, et S;.

J/

Exercice 2 - Somme de 1/(4k? — 1)

a) Décomposer 4+

k*—1"

Vs

b) Calculer T, = >, _, ﬁ et sa limite.

2
c) En déduire E: _1 4k12<71 en fonction de n (écrire 1 %

-
-

Exercice 3 - Quatre facteurs consécutifs

1 _1 1 _ 1
a) Montrer que za Ty k+3) - §(k(k TDK+2) K+ DK+ 2K+ 3))'

s n 1 .
b) En déduire >, _, KT Dk D0cs3) °t sa limite.

c) Généraliser : pour p = 1, que vaut >, _, KT 1){_”( ) ?

AN J

Exercice 4 - Un télescopage caché

a) Vérifier que —2k+1 -1 _ 1

Kk+1)° k> (k+1)?

b) En déduire EZ 1 % et sa limite.

2k +1

c) La décomposition en éléments simples de P contient-elle des termes % ?
+
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Exercice 5 - Un produit télescopique

Pour n = 2, on pose P, = H:=2<1 —#)

1

a) Factoriser 1 — e sous forme d’un quotient de produits.

b) Calculer P, et sa limite.

A n k34 2 2
c) Calculerdememeﬂkzzm, sachantque k“+k+1=(k+ 1) —(k+ 1)+ 1.

Exercice 6 - Dérivée n-ieme de 1/(x2 — 1)

Soit filx) = le_ - sur J1, +eol.

a) Décomposer f en éléments simples.
b) En déduire f™(x) pour tout n € N.

c) Vérifier la formule pour n = 1 en dérivant directement.

X
-1

d) Calculer de méme la dérivée n-ieme de g(x) = "

Exercice 7 - Dérivée n-ieme de 1/(1 + x2)

Soit fix) = - sz.

a) Décomposer f dans C(X) et en déduire f(")(x) = (-1)"n! Im(%).
X

_i)n+1

b) Calculer f(")(O) selon n. Retrouver le résultat a I’aide du développement
1 = Ek(—l)kxz" pour |x| < 1.

1+x
c) En écrivant x —i = ;:99 avec x = cotan6, 0 € ]0, [, montrer que f‘")(x) s’annule
exactement n fois sur R.

& J
Soit f(x) = m

a) Décomposer f en éléments simples.

b) Calculer f™(0) pour tout n.

c) En déduire le développement de f en série au voisinage de 0 (pour |x| < 1), et le
vérifier sur les deux premiers termes.
& J

Exercice 9 - Suite récurrente et fraction génératrice

On définitug=u; =1etu,,o=u, 41+ 2U,.

a) Calculer u,, us, uy.

b) On admet que, pour |x| petit, En S oUnX" = ﬁ Décomposer cette fraction en
éléments simples.

n+1 n
c) En déduire u, = % et vérifier sur a).
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Exercice 10 - Télescopage d’arctangentes

a) Montrer que pour k = 0, arctan (k + 1) — arctank = arctan ﬁ
+k+
n
b) En déduire _ arctan —L1 et sa limite.
Zi-0 KE+k+1
c) Vérifier numériquement pour n = 3.
- J

Exercice 11 - Une somme qui converge

k
(k+1)(k+2)k+3)

a) Décomposer v, en éléments simples et vérifier que la somme des coefficients est
nulle.

Soit Vi =

1 1

b) Ecrire v, comme combinaison de deux différences ki  KEjFL

c) En déduire EZ _, Vk et sa limite. Vérifier pour n = 1.

2
d) Pourquoi , KT 1)(klf|_ Nk T3 e peut-elle pas converger ?

Vs
-

Exercice 12 - La somme harmonique n’est pas une fraction rationnelle

On veut montrer qu’il n’existe pas de fraction rationnelle F € C(X) telle que
F(X +1) - F(X) = + (ce qui donnerait H, = 3, _, + = F(n + 1) - F(1)).
a) Montrer que F ne peut pas étre un polynome.

b) On suppose que F a des podles. Soit a un pole de F de partie réelle maximale.
Montrer que a est un pole de F(X + 1) — F(X), puis que a = 0.

c) Soit b un pole de F de partie réelle minimale. Montrer que b — 1 est un pole de
F(X + 1) — F(X) et conclure.

d) En revanche, trouver F telle que F(X + 1) — F(X) = m

Vs

J/

Exercice 13 - Payer avec des piecesde 1 € et 2 €

On note c, le nombre de fagons de payer n euros avec des pieces de 1 € et de 2 €
(I’ordre ne compte pas).

a) Calculer cy, ..., c5 a la main.

1

b) On admet que >, cox"=——1L1  pour |x| < 1. Décomposer —
1-x7"1+x)

n=0wn (1=x)(1—x%
a b c

sous la forme . tixt 1%

c) En déduire ¢, = 231 + 1 (_i) , puis ¢, = L%J +1.

d) Interpréter directement cette derniere formule.

Vs

J/

Exercice 14 - Sommes de Riemann de fractions rationnelles

n
a) Montrer que >, _, ﬁ — 7 quand n — +«.

b) Déterminer la limite de 2: 1 m
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c) Déterminer la limite de 2: 1 %
T Tn*+k
. J
Exercice 15 - Synthése : le probleme de Bale

Soitm=1etn=2m+ 1. Pour 1 <k < m, on pose 0 = an et xx = cotan’6,.

Partie A : une somme de cotangentes.

ein@ . Y\
sig"g’ PUis que Im((cotan@k + i) ) = 0.

a) Montrer que (cotanf +i)" =

b) En développant par le bindme, en déduire que les x; sont racines de

P= <’;>Xm - (g>Xm g <g>X"’_ 2 _ .. Justifier qu’elles sont distinctes, donc que ce

sont les m racines de P.

m(2m—1)

c) En déduire >, _ , cotan®6, = 3

Partie B : encadrement.
d) Admettant cotan?6 < # < 1 + cotan®0 pour 0 € }O, %[ montrer que

m2m-1) _ n? L 1 mi2m—1)
— 3 <sz§/1k2<m+73

s +o0 2
e) En déduire >, _, # =
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