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Chapitre 17 - Fractions rationnelles

Plaquette 2 - Techniques de décomposition dans C(X)

Fractions rationnelles — Prépa MPSI / MP2Il (1 année)
Exercices

Méthode

Avant tout calcul : comparer les degrés (partie entiere), factoriser le
dénominateur et écrire la forme de la décomposition, avec un coefficient inconnu
par élément simple. Ensuite, on choisit I’outil le plus rapide pour chaque coefficient :
la formule % pour un pole simple, un développement limité (ou la formule de
Taylor) pour un pole multiple, et des symeétries (parité, conjugaison, X - ¢ — X) pour
ne calculer qu'une partie des coefficients. On termine toujours par un controle :

valeur en un point, ou limite de xF(x).

Exercice 1 - Trois poles simples et controle asymptotique

. X*+1
SOt = DX -2)X+3)°

a) Justifier que F n’a pas de partie entiere et écrire la forme de sa décomposition.

b) Calculer les trois coefficients.

c) Vérifier le résultat par la limite de xF(x) en +, puis par la valeur en 0.

Exercice 2 - Pole double par la formule de Taylor

2
SoitF=—2X*+1
(X - 1)*(X +1)

a) Ecrire la forme de la décomposition.

-
-

b) Calculer le coefficient du pole simple —1.

2
c) On pose G = (X — 1)’F = )}((:11. Montrer que les coefficients de (X_l > et de ﬁ

sont G(1) et G'(1), et les calculer.

d) Contréler le résultat.

-

G

Exercice 3 - Pole triple et pole double

Décomposer F = % dans C(X) :
X'X-1)
1

a) en utilisant un développement limité de 1-%° en 0 pour la partie polaire en O ;

b) en utilisant H = % et la formule de Taylor pour la partie polaire en 1.
X

1
X—-a

c) Controler par la somme des coefficients des et par la valeur en 2.

-
-
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Chapitre 17 - Fractions rationnelles 2

Exercice 4 - Décomposition de 1/(X" — 1)

Soitn = 2 et w = e27/n,

_ 1 n—1
a) Montrer que
) ! X Ek OX wk

b) Vérifier pour n = 2.

n—1
c) Décomposer de méme ?,, T et reconnaitre une dérivée logarithmique.

d) En déduire, pour x > 1, la valeur de 2: _ ; —1

X—w
S J
Exercice 5 - Poles complexes conjugués
Soit Fm— 1
X" +X+1

a) Déterminer les poles de F et décomposer F dans C(X).
b) Expliquer pourquoi les deux coefficients sont conjugués.
c) Vérifier en X = 0.

- J

Exercice 6 - Utiliser la parité

. 1
SOltF = .
x*-1)*

a) Ecrire la forme de la décomposition dans R(X).

b) Calculer les coefficients relatifs au pole 1.

c) Utiliser F(—X) = F(X) et I'unicité pour obtenir ceux du pole —1 sans calcul.
d) Contréler en X = 0.

& J
Exercice 7 - Une symétrie X » -1 — X
Soit F = %
X'X+1)

a) Vérifier que F(—1 — X) = F(X).
b) Calculer la partie polaire en 0 par un développement limité.

c) En déduire la partie polaire en —1 par symétrie, puis la décomposition complete.

1

d) Contrdler en X = 1, puis calculer EZ —1 m en fonction de E: —132
+

Exercice 8 - Coefficients par la limite en l’infini

2
SoitF=—2X +1
(X - 1)*(X +2)

a) Ecrire la forme de la décomposition

b) Calculer les coefficients de —— et de par la méthode du cache.
X X+2 (X — 1)2

c) Obtenir le dernier coefficient en calculant la limite de xF(x) quand x = + .
d) Controéler en X = 0.

- J
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Chapitre 17 - Fractions rationnelles 3

Exercice 9 - Partie entiere de degré 2

4
Soit F = —X .
x*-1

a) Déterminer la partie entiére de F par division euclidienne.

b) Décomposer F en éléments simples.

c) En déduire que la courbe de x » F(x) est asymptote, en +«, a une parabole que 1'on
précisera, et donner la position relative.

Exercice 10 - Partie entiéere et pole double a I’origine

X3 +1 :
XX -1)

a) partie entiere ;

Décomposer F =

b) pole simple 1 ;
c) pole double 0, par un développement limité de X°F ;

d) controleen X =2eten X = —1.

Exercice 11 - Décomposition de P/P

m;
iX—ai'

a) Soit P = c¢[[. (X — a;)™ scindé. Montrer que % =

2
b) Décomposer % sans calcul.

c) Décomposer % pour P = (X — 1)2(X + 2)3 et vérifier en X = 0.

d) Montrer qu’une fraction F =, XA_" 5 est de la forme % avec P polynome si et

seulement si les A; sont des entiers naturels non nuls.
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Chapitre 17 - Fractions rationnelles 4

Exercice 12 - Retrouver une fraction a partir de sa décomposition

: _ 1 1 1
801tF—X_1+X_2+X_3.

a) Ecrire F sous forme d’une seule fraction.

b) Déterminer les zéros de F et montrer qu’ils s’intercalent entre les poles.

c) Etudier le signe de F sur ]1, 2[ et ]2, 3[ (figure) et expliquer, sans calcul, pourquoi F
s’annule exactement une fois sur chacun de ces intervalles.

AN N
—~ O\

1
x—3

o & AL

La courbe de x + ﬁ 5 l 5t ; asymptotes verticales en 1, 2 et 3.

Exercice 13 - Coefficients de Lagrange et décomposition

Soient aq, ..., a, des complexes distincts (n = 2) et Q = H}l: 1 X —aj).

n 4
a) Montrer que (12 = Ei _1 Q%ai)X%ai et que Q'(a;) = Hj¢i(ai - aj).
L1k n 1 _
b) En déduire Y, _, M- 0
c) Plus généralement, pour P de degré = n — 2, montrer que E P((‘Z )) 0. Que vaut
cette somme si P =X""
d) Vérifier b) et c) aveca; =0, a, =1, a3 = 3.
& J
. 1
SoitF=———.
x*+1)°
a) Ecrire la forme de la décomposition dans C(X).
b) Calculer la partie polaire en i avec G = 1 5.
(X +1)
c) En déduire la partie polaire en —i par conjugaison.
d) Contréler en X = 0.
- J

Exercice 15 - Synthese : la fraction 1/(X(X + 1)-:(X + n))

1

Soitn=1etF, _X(X+1) XEn

(-1)"

m, et en déduire

a) Montrer que le coefficient du pole —k (0 < k < n) vaut
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Chapitre 17 - Fractions rationnelles

b) En utilisant xF,(x) — 0, retrouver Ek o (1) (
k

n
k
(1)(

c) En évaluant en X = 1, montrer que zk 0

—_1 o —
] )—n+1.Ver1ﬁerpourn—2.

d) Retrouver c) en intégrant (1 — t)" sur [0, 1].
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